Google 



This is a digital copy of a book that was preserved for generations on Hbrary shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's books discoverable online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journey from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we liave taken steps to 
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's system: If you are conducting research on machine 
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each file is essential for informing people about this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can't offer guidance on whether any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist cin digitalcs Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den R^alen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 

Rahmen eines Projekts, mil dem die BLicher dieser Welt online verfugbar gemacht weiden sollen, sorgfaltig gescannt wurde. 

Das Buch hat das Uiheberrecht uberdauert und kann nun offentlich zuganglich gemacht werden. Ein offentlich zugangliches Buch ist ein Buch, 

das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch offentlich zuganglich ist, kann 

von Land zu Land unterschiedlich sein. Offentlich zugangliche Bucher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kultuielles 

und wissenschaftliches Vermogen dar, das haufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 

nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit offentlich zugangliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zuganglich zu machen. Offentlich zugangliche Bucher gehoren der Offentlichkeit, und wir sind nur ihre HLiter. Nichtsdestotrotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfugung stellen zu konnen, haben wir Schritte untemommen, urn den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehoren technische Einschrankungen fiir automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nuizung derDateien zu nkhtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tiir Endanwender konzipiert und mochten, dass Sie diese 
Dateien nur fur personliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Siekeine automatisierten Abfragen iigendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
Liber maschinelle Ubersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchfuhren, in denen der Zugang zu Text in groBen Mengen 
niitzlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fordem die Nutzung des offentlich zuganglichen Materials fur diese Zwecke und konnen Ihnen 
unter Umstanden helfen. 

+ Beihehallung von Google-MarkenelemenlenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei fmden, ist wichtig zur Information iibcr 
dieses Projekt und hilft den Anwendem weiteres Material Liber Google Buchsuche zu fmden. Bitte entfemen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalitdt Unabhangig von Ihrem Ver wend ungsz week mussen Sie sich Direr Verantwortung bewusst sein, 
sicherzu stellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafurhalten fur Nutzer in den USA 
offentlich zuganglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Landem offentlich zuganglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir konnen keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulassig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und iiberall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

tJber Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten In form at ion en zu organisieren und allgemein nutzbar und zuganglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesem dabei, die BLicher dieser We lt zu entdecken, und unterstLitzt Au toren und Verleger dabci, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext konnen Sie im Internet unter |http: //books . google .coriil durchsuchen. 







i-^^V-^ U<. „S:,^^''-i. .' V K^r-^y'-^ii_<^ ■VVj.V'-^^'-^' V^V'-'^:- v- V«.X'^^ ^> Vv»v"- ^ - > .V.. W -^ ^' .N^ . 

- '.x..> -Y'-* ^<w.:-^ '^'•*. :A' -^^^•^'■* A-^ '^'' *■ 'A'-^'-^' * -A- ^^ :^' ^--A-^' '^ *-A^^-^'"^''^ 1 











IV   ■- .  . '■•  --■;■_... ....:-..•-'"-■  , ^, •' 






<^: ^X:^X-?^n ^:v;/:r^"> ^ ^. v-XC ^'. -^ ^ oX^'-, - .■^vx.'^X ^^ ->--.'^,'^ ^,y•> ^ yy X ^:^ <-: ./^ 
h^f"^^:- -;.';- ':$^-">A'y'-<, *■'•«■",■, •:•;■ ii^-"^.^ ■*: , -r- :'*^>'-?'<< ^^-^ ', , "-> ''y-** <*:• , _.:*-f -^-'' ■? ,  ^yi>- -, s"*- ■*" . ,.■ .'-^^ -"y'-> ■*: 



Vortrage 



ubef 



Mechanik 



als Grundlage fiir das 



Bau- uiid Maschinenwesen. 



Von 



Wilh. Keck, 

Geh. Begienmgsrath, 
Profassor an der Technischen Hochschule za Hannoyer. 



Z welter Theil: 

Mechanik elastlsch-fester und flUssiger K&rper. 



Zweite Auflage. 



Mit 364 Holzschnitteii. 




Hauuover. 

Helwingsche Verlagsbuchhandlung. 

1901. j: 



*. ' *•" 



Diuck von Tb. ScUilfer, HannoTer. 



'-[ \ c\ c\ <^ 4> 

JUL 13 1P03 






Yorwort zur ersten Auflage. 



Der vorliegende zweite Band der „Vortrage uber Mechanik" 
behandelt die Mechanik der elastisch-festen and der flussigen E()rper. 
Der Inhalt des Baches weicht von dem Lehrgang an der Technischen 
Hochschule zu Hannover etwas ab; es wird n9,mlich im Sommer 
des ersten Studienjahres ausser der Mechanik elastisch-fester K(Jrper 
noch das Gleichgewicht flussiger Kflrper etwa in der Be- 
handlungsweise des Baches erledigt, von der Bewegung flussiger 
Korper k5nnen aber in der fur das erste Studienjahr verfugbaren 
Zeit nur die einfachsten' F^Ue vorgetragen werden, und die ein* 
gehendere Behandlung erfolgt dann erst im Sommer des zweiten 
Studienjahres. Bei der Bearbeitung des Buches habe ich aber 
vorgezogen, die Mechanik flussiger (und auch gasfSrmiger) K5rper 
im Zasammenhange durchzufuhren. 

Auch in diesem Bande wurde auf die Beigabe zahlrefcher voll- 
standig durchgerechneter Beispiele besonderer Werth gelegt; denn 
den Studireiiden der Technischen Hochschule wird die Mechanik, 
wenigstens soweit sie im ersten Jahre vorkommt, nur zum Zwecke 
der Anwendung gelehrt, und nur an gut gew^hlten Ubungsaufgaben 
kann der Studirende diejenige Sicherheit erwerben, die erforderlich 
ist, wenn er nicht in den sp^teren Studienjahren bei der Berechnung 
seiner Entwurfe in Schwierigkeiten gerathen und kostbare Zeit ver- 
lieren soil. Den Fehlern, die von den Anf&ngem am h2.ufigsten 
begangen werden, muss schon vom ersten Studienjahr an mit alien 
Mitteln vorgebeugt werden. Die Eenntnis dieser besonders h^ufigen 
Fehler kann man naturlich nur gewinnen und ihnen entgegen- 
.arbeiten, wenn man in besonderen tjbungsstun den einf ache Zahlen- 
aufgaben rechnen iSsst und daneben mit den Professoren derjenigen 



IV Vorwori. 

Facher, die sich auf die Mechanik stutzen, stets in Fuhlung bleibt 
und den auf das Fach bezuglichen Wflnschen und Rathschlagen 
derselben nach M5glichkeit entgegenkommt. 

Bei der Abfassung dieses Theiles warden besonders folgende 
Werke benutzt: Lehrbucher der technischen Mechanik und der 
Ingenieur-Mechanik von A. Ritter; Elasticitat und Festigkeit von 
C. Bach; Hydromechanik von M. Ruhlmann; Theoretische Maschinen- 
lehre von F. Grashof, 1. Band; Mechanik von Jul. Weisbach und 
die Berichte desselben Verfassers uber seine Untersuchuhgen aus 
dem Gebiete der Hydraulik. Der Berechnung des Winddrucks und 
des Luftwiderstandes wurden die neueslen werthvoUen Versuche von 
V. Loessl zu Qrunde gelegt. 

Zur Erleichterung der tjbersicht und des Verstandnisses der 
Formeln ist auch diesem Theil ein alphabetisches Verzeichnis der 
benutzten Buchstaben-Bezeichnungen und ein alphabetisches Inhalts- 
verzeichnis beigefugt. 

Hannover, im Oktober 1897. 



Yorwort zur zweiten Auflage. 



Dass schon.nach 3 Jahren eine 2. Auflage erforderlich wnrde, 
zeugt fur die Nutzlichkeit des Buches. Leider ist dessen Ver- 
fasser, kurz nachdem er die Neubearbeitung dieses 11. Theiles in 
Angriif genommen hatte, ganz unerwartet infolge eines Schlag- 
anfalles gestorben. 

Da wir durch unsere koUegialen Beziehungen zu dem Verfasser 
fiber die Art der Bearbeitung seiner Mechanik unterrichtet sind, 
haben wir es flbernommen, diesen II. Theil, unter Benutzung der 
im Nachlasse vorgefundenen Notizen, im Sinne des Verstorbenen 
so zu bearbeiten, dass diese 2. Auflage noch als sein eigenes Werk 
anzusehen ist, — und zwar ubernahm Lang: die erste Abtheilung 
„Mechanik der elastisch-festen KOrper" und Arnold: die zweite 
Abtheilung „Mechanik der flussigen Korper" — wobei Geh. Reg.- 
Rath Professor Riehn die Durchsicht der Abschnitte B bis D der 
ersten Abtheilung, und Professor Lang die Durchsicht der Punkte 
7 bis 10 in Abschnitt B der zweiten Abtheilung, unterstutzte. 

Durch die VoUendung der 2. Auflage der Keck'schen „Vor- 
trage aber Mechanik" hoflfen wir auch den Wunschen der Studirenden 
unserer Hochschule zu entsprechen. 

So m5ge denn dieselbe dazu beitragen, das Andenken des zu 
fruh geschiedenen bedeutenden Ingenieurs und hochgeschatzten 
Lehrers in Ehren zu halten. 

Hannover, im Marz 1901. 

G. Lang, H. Arnold, 

Profegsor. Professor and Geh. Reg.-Kath. 
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Erste Abtheilung. 

Mechanik der elastisch-festen KOrper. 

Einleitung. 

ITiclitstarre KOrper iind Jttassengruppen. 

Elastiscli-feste Kfirper. 

Einen festen Edrper denken wir nns zusammengesetzt aus sehr 
yielen Massenpunkten, die so mit einander verbanden sind, dass sie 
gegenseitig Er9.fte anf einander aostiben k^nnen. Diese Er^fte 
zwischen den einzelnen Massenpnnkten eines and desselben Edrpers 
heissen inn ere Erd.fte, im Qegensatz za den ^.asseren Er^en, 
welche von anderen E^rpern herrQhren and (mit Aosnahme der 
Massenkr^fte S. 9) aaf den Urn fang des betrachteten EOrpers ein- 
wirken. 

Die M^glichkeit, Er9ite mit yerschiedenen Augrifspankten an 
einem E5rper zusammenzasetzen and za zerlegen, d. h. darch andere 
ohne Abftnderang der Bewegang des E()rpeTS za ersetzen, ist im 
1. Theile dieses Baches nar f&r y()llig star re Edrper bewiesen. 
Pflr diese benutzten wir (1. Theil, S 96) den Erfahrangs-Grandsatz, 
dass zwei gleiche, in derselben Richtangslinie wirkende Er&fte ent- 
gegengesetzten Sinnes sich in ihrer Wirkang aaf die Bewegang 
eines starren E()rpers aafheben; daraas folgte die Zal9,ssigkeit der 
Yerschiebang des Angriffspanktes einer Eraft I9*ngs ihrer Bichtangs- 
linie. Auf diese Betrachtangen grflndete sich die Lehre von der 
Zasammensetzung der Erftfte za einer Einzelkraft and einem Erd.fte- 
paare (1. Theil, S. 113), sowie die Lehre vom ' Gleichgewieht and 
den sechs Bedingangen far dasselbe (1. Theil, 2. Aafl., S. 148). 

Eine Verlegang des Angriffspanktes einer ftasseren Eraft hat 
stets Anderungen der inner en Er^fte des Edrpers zur Folge. Aaf 
diese kommt es aber in der Mechanik starrer E5rper nicht an, weil 
starren EOrpern eine unbegrenzte Pestigkeit beigelegt wird and weil 
mit dem Aaftreten innerer Erafte keine Form&nderangen, keine 

Keck, Uechanilc. II. 1 






2 Erste Abtheilnng. Mechanik elastisch-fester Eorper. 

sichtbaren WirkungeD verbunden siDd. Anders ist es mit EdrperD 

Oder Massengruppen, welche nicht starr sind. Sind z. B. zwei 

Massenpunkte A nnd B^ deren Masse 

ie = 1 ist, durch eine starre Linie ver- *^* 

bunden (Fig. 1) und wirken in A und ^"^ \J) — *^ — xo — *" 

B die beiden in der Bichtungslinie AB ^ ^ 

liegenden Erd.fle von 2 und 5^^ mit dem Sinne nach links bezw. 

rechts, so bringen diese an der starren Massengruppe eine Be- 

schleunigung 3:2 = l,5°*/seka hervor (1. Theil, 2. Aufl., S. 32 u 144). 

Daraus bestimmt sich die Spannkraft 8 der starren Linie, denn am 

Punkte B muss 5 — <S= 1-1,5, am Punkte A ebenso 8 — 2 

= 1*1,5 sein. Aus beiden folgt die Zugkraft iS==3,5^. Verlegt 

man die Kraft 2 ^« von A nach B (Fig. 2), 

80 dass nun in B eine Kraft von 3 ^« wirkt, ^" ' 

so andert sich dadurch in dem sichtbaren (^J — *^ — ( ^ > 

Verhalten der Massengruppe nichts; die Be- ^ ^ 

schleunigung bleibt 3 : 2 =" ] ,5 "^/gek^ nach rechts. Es wird nun aber 

die Zugkraft 8 der Verbindungsgeraden 1,5^^. Eine Verlegung 

der Kraft 5^ (Fig. 1) von B nach A bedingt, wie man leicht er- 

kennt, das Auftreten einer inneren Druckkraft 5=1,5^ in der 

Verbindungsgeraden. 

Sind die beiden Masseneinheiten A und B aber nachgiebig, 
etwa durch eine elastische Feder (Fig. 3), mit einander verbunden, 
die vor dem Auftreten der ^usseren Krafte 

Fiff 3 

y5llig ohne Spannkraft war, so wird mit ^' * 

dem Beginne der Wirkung der ausseren ^ — ^^J-AAA/\a(^^) — »^ 
Krafte eine Verlangerung der Feder und ^ ^ 

erst in Verbindung damit das Auftreten einer verSUiderlichen Spann- 
kraft 8 erfolgen. Im ersten Augenblick ist die Spannkraft noch 
Null; somit erfShrt B eine Beschleunigung ==5™/gek« nach rechts, 
A eine solcbe von 2'%eka nach links. Mit diesen Beschleunigungen 
gehen die Massenpunkte aus einander, und mit der VerlSngerung 
der Verbindungsgeraden entsteht dann eine (meist sehr schnell) an- 
wachsende Zugkraft 8 in der Feder. In dem 
Augenblicke, wo 8=l^« geworden ist, hat B ^ ^' ' 
die Beschleunigung = 4 ^/set* nach rechts, A ^"K^yVWV\_} 
eine solche von l"*/gek« nach links. Wurde ^ ^ 

man die Kraft = 5 ^« von B nach A vetlegen (Fig. 4), so erfuhre 
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A za Anfang eine Bescbleanigung ^^^Im;^* nach rechts, B keine 
Besehleiinigang ; A wQrde nach B hingedrftngt, so dass die Feder 
zusammeDgedr&ckt and zor Ansserang einer ver&nderlichen, gegen 
beide Massenponkte gerichteten Druckkraft veranlasst wQrde. In 
dem Anganblicke, wo die Drackkraft 5=1^, hfttte B die Be- 
schleonigung =» 1 ^/mie^ nach rechts, A die BescUeonigung == 2°^/Mk> 
ebenfalls nach rechts; A wArde also noch nach B hingedr&ngi 
Erst wenn die Drackkraft 8 aaf 1,5^ angewachsen ist, haben beide 
Pankte die Qbereinstimmeade Beschleanigong ^^Ifi^l-^ wie bei 
starrer Yerbindung. Man erkennt hieraas, dass eine Verlegong der 
einen Kraft von B nach A in der Bewegang der Pankte eine 
Anderang hervorbringt, dass also eine Zasammensetzang der beiden 
Erd.fte, d. h. ihre Ersetzang darch eine einzige Eraft, nicht za- 
l^sig ist 

Es giebt aach Massengrappen, deren Pankte einer Vergr5sse- 
rang des Abstandes von einander keinen Widerstand entgegen- 
setzen. Dies ist z. B. ann&hernd der Fall bei flossigen Edrpem. 
Diese lassen sich ohne nennenswerthen Widerstand von einander 
trennen. Man kann sich solche Massengrappen grobsinnlich vor- 
stellen darch einzelne Engeln ohne Yerbindang. Jede derselben 
wird nar darch die an ihr angreifenden 9,asseren ErSlfte beschleanigi 
Gleiche Erafte an A and B (nach Fig. 5) ' 
angebracht, bewirken beschleanigte Trennang Fig. 5. 

der Pankte, aber keineswegs Gleichgewicht. ^ (^ G^~*" 

Gleiche Zagkr9,fte, an den Enden einer a b 

biegsamen, aber andehnbaren Eette angebracht, 
heben sich aaf, wahrend bei einer Umkehrang der Erafte za Drack- 
kraften ein Zasammenballen der Eette za einem Enaael, also keinen- 
falls Gleichgewicht der arspranglich aasgestreckten Eette, entsteht. 

Dennoch sind die Lehren von der Zasammensetzang and dem 
Gleichgewichte der aasseren Erafte an starren E6rpern aach fur 
nicht starre Eorper and Massengrappen von grosser Bedeutung, 
well der Satz von d'Alembert (!• Theil, 2. Aafl., S. 141) and der 
Satz von der Bewegang des Schwerpanktes (1. Theil, 2. Aafl., S. 143) 
nicht allein fur starre E5rper, sondem allgemein ffir jede beliebige 
Massengruppe gelten. Fagt man also za den aasseren Eraften [K] 
einer Massengrappe die Grappe der Erganzangskrafte [ — mp\ hinza 
(1. Theil, S. 84), so genflgen diese Eraftegruppen zasammen den 
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Gleichgewichts-Bedingangen starrer Edrper. Der Schwerpankt einer 
beliebigen Massengruppe aber bewegt sich so, als ob die gesammte 
Masse in ihm zu einem Fnnkte vereinigt wSLre and sftmintliche 
^osseren Erafte, parallel verschoben, an ihm angriffen. In den 
F&nen der Figuren 1 — 4 hat der Schwerpnnkt der Gruppe der 
beiden Massenpnnkte ubereinstimmend die Beschleunignng 1,5 "/sek^ 
nach rechts. 

Eine beliebige Massengmppe ist im Gleichgewichte, 
wenn jeder einzelne Punkt derselben ruht oder eine gleichfSrmig^ 
geradlinige Bewegung ausf&hrt, d. h. wenn an jedem einzelnen 
Massenpunkte die Beschlennigung gleich Null ist. Dann fallen die 
ErgSlnzungskr9,fte s9.mmtlich fort, and es massen die ^asseren 
Kr&fte der Massengruppe allein den Gleichgewichts-Bedingungeh 
starrer E()rper genugen. Hiemach gelten die Gleichgewichts* 
Bedingungen starrer E5rper (1. Theil, 2. Aufl., S. 148) in 
unyer&nderter Weise auch fur das Gleichgewicht nicht 
starrer Edrper oder beliebiger Massengruppen. 

Die festen Edrper sind nicht starr, vielmehr erfahren sie unter 
Einwirkung Nasser er Er9.fte Formdnderungen, die bei gen&gendem 
Anwachsen der Er&fte zur Zerstdrung des Zusammenhanges fflhren 
kdnnen. Die Eigenschaft der festen Edrper, unter Ein- 
wirkung 9,us8erer Erd.fte eine entsprechende Form* 
3.nderung zu zeigen, die mit dem Aufh5ren der Er&fte- 
wirkung mehr oder minder wieder verschwindet, heisst 
Elasticit&t. Aufgabe der Mechanik elastisch-fester 
Edrper ist die Ermittelung der inneren Spannungen und der 
Form9,nderung, welche an einem Edrper durch tussore Er&fte 
hervorgebracht werden. 

Zng- und Drnck-EIasticitftt. Der einfachste Fall der elastischen 
Form&nderung ist die YerlSngerung eines geraden prismatischen Stabes 
durch eine in der Mittellinie des Stabes wirkende Zugkraft Ist I die 
L&nge des Stabes, F sein Querschnitt (beide im ungespannten Zustande 
gemessen), und wirken an den Endfl&chen, genau in der Mittellinie 
des Stabes, gleiche Zugkr&fte K mn e 

(Fig. 6), deren Grdsse aber zunachst ^ ' ^ 

ganz allmahlich, von Null beginnend, ** ' ' *" 

anwachsen soil, so kann man in den moisten F&llen annehmen. 
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dass sich die Kraft K ann&hemd gleichm&ssig fiber den Qaerscbnitt 
JF" vertheilt, so dass 

« -I 

die auf die Fl&cheneinheit kommende Zugkraft ist. Diese Or(^sse o 
lieisst die Zng^pannang. Ihrem AuftreteD entspricht eine gewis^e 
Verl&ngerong A I des Stabes. (Das Zeichen A dient zur Bezeichhung 
Meiner ADderungen, so auch derjenigen Form9.nderungen, die mit der 
Anspannung der fasten E5rper verbanden sind.) Solange die Spannang o 
gewisse, von der Art des Stoffes abMngige Orenzen nicht uberschreitet, 
kann man Yerl&ngerung nnd Spannting einander Yerh9,ltnisgleich 
annehmen. In dieser Proportionalitftt zwischen Span-^ 
nang und Form&nderung besteht das Wesen der voll- 
kommenen Elasticitfti 

Der Quotient -r-, das Verlangernngs-Verhaitnis, oder die auf 

die L9iigeneinheit kommende yerl§.ngerung heisst die Dehnong (speci- 
fische Yerl&ngerung) £, und man kann jene Proportionalit&t schreiben: 

o^ Al O 

Die Grdsse Hi ist von dem Stoffe abMngig und heisst 
Elasticit&tsmafs (Elasticit&tsmodul). F&: eine Spannung 0=1 

wird die Dehnung £==^. Mithin ist das Elasticit&tsmafs £ 

der reciproke Werth der Dehnung fur eine Spannung 
o = 1. Weil A I und I gleichartige Gr5ssen (Langengr5ssen) sind, 
so ist ihr Verhaltnis, die Dehnung e, eine unbenannte Verhaitnis- 
zahl; daber m^ssen o und JEJ (in 61. 2) ebenfalls gleichartige Grdssen 
sein. D. h. JEJ hat die Bedeutung einer Spannung fib* die Fiachen- 
einheit Ffir <T == JEJ wird e = 1 und Al^L Daher kann man 
auch sagen: das Elasticitatsmafs E ist diejenige Spannung, unter 
deren Einflusse der Stab sich um seine ursprQngliche Lange, d. h. 
auf das Doppelte seiner ursprunglichen Lange dehnen wurde, wenn 
der Stoff bei einer solchen Dehnung noch voUkommen elastisch 
bliebe. In Wirklichkeit triflft letztere Voraussetzung hSchstens bei 
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Eantschuk zu; andere Stoffe ertragen eine so bedeutende Dehnung 
bei weitem nicht 

Die Grenze der Spannung o, bis zu welcher die Gleichung 2 
der voUkommen elastischen Dehnung gilt, heisst dieElasticit^ts- 
grenze fur Zug; ihr Zahlenwerth soil mit z bezeichnet werden. 
L&sst man die Spannnng allmSlilich wieder yerschwinden, so ver* 
schwindet auch die Dehnung wieder; es tritt keine bleibende Form- 
^derung ein, solange die Elasticit&tsgrenze nicht uberschritten 
worden ist 

Die in 61. 2 ausgedruckte Froportionalit3.t zwischen Dehnung 
and Spannung wurde von dem englischen Fhysiker Bob. Hooke 
(geb. 1635, gest. 1703) im Jahre 1679 in die Mechanik eingefthrt 
und heisst darnach das Hooke'sche Gesetz. 

'Dberschreitet die Spannung a die Elasticittogrenze z, so 
w9,chst die Form9,nderung schneller als die Spannung, auch nimmt 
der Stab mit dem Yerschwinden der Spannung nicht genau wieder 
die ursprtlngliche L&nge an; er hat vielmehr eine bleibende 
Yerlangerung erfahren, er verhSlt sich nicht mehr voUkommen 
elastisch. Bei weiterer Znnahme der Spannung tritt schliesslich 
ein Zerreissen des Stabes ein. Diejenige Spannung, bei der dies 
erfolgt, heisst die Zagfesti{;keit und soil mit Z bezeichnet werden. 

Eehren die Er^fte K ihre Pfeilrichtung um, so werden sie zu 
Druckkr^ten (Fig. 7) und ertheilen dem Stabe, falls seine LS^nge 
nicht bedeutend im VerhS.ltnisse zu den Querschnitts-Abmessungen 
ist, eine gleichmassige Druckspannung 

mit deren Auftreten eine Verkurzung ver- 

bunden ist (Bei gr5sserer L^nge erfolgt eine seitliche Ausbiegung 
mit verwickelteren Verhaltnissen, die unter „Knickfestigkeit" (S. 64) 
behandelt werden.) Innerhalb gewisser Grenzen kann die far Yer- 
langerung gegebene GL 2 auch fOr die Verkurzung durch Druck 
benutzt werden; es ist 

ON Al a 

2*) t=^=:e^ 
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Darin ist dann Al eine negative YerUbgernng, e eine negative 

Dehnnng, a eine negative Spannung. (Es empfiehit sich, in der Begel 

Drackspannnngen als negative, Zagspannongen als positive Span- 

nnngen za bezeichnen.) Zag- and Drockspannongen fasst man in 

der gemeinsamen Bezeichnung L&ngsspannang (Normalspannung) 

zosammen. Das Elasticit&tsmafs E kann man for Zng and Drnck 

gleich gross annehmen. Der- 

jenige Spannangswerth, bis Fig. 8. 

za welchem die Verkur- ^,— — n^ 

zung noch der Gleichang 2 a 

folgtyistdie Elasticit&ts- 

grenze fflr Drack; sie 

werde mit d bezeichnet Die 

Drackspannang, bei der die 

Zerst(^rang erfolgt, ist die 

Drackfestigkeit 2>. 

Tr9,gt man die zasam- 
m engeh()rigen Span nangen 
and Dehnangen, wie sie sich 

bei Yersachen ergeben, als Ordinaten and Abscissen aaf, so erh&lt 
man eine Schaalinie (Fig. 8), die Dehnangslinie, die f&r 
Schmiedeeisen angef&hr die Form HGABG hat Innerhalb des 
mittleren geraden Theiles GAB gel ten die Gleichangen 2 and 2 a. 




Mit dem Anftreten der Zagspannnngen sind neben den besprochenen 
LangsdehnuDgen anch noch Einschntbnmgen (Vermindenmg des Qnerschnittes) 
verbonden. Ebenso sind die dnrch Drack entstehenden Yerkfkrznngen in der 
Langsrichtnng von Stanchnngen (Qnerschnitts-Vergrosserungen) begleitet. Diese 
Erseheinnngen haben fiir die erste EinfUhrung in das Verhalten der elastischen 
Eorper keine besondere Wichtigkeit, finden aber in Keek's Vortragen liber 
Elasticitlitslehre gebtkhrende BerQcksichtignng. 

Diejenige Grenze, bis zn welcher die Dehnangen mit den Spannongen 
yerhaltnisgleich sind, warde vorstehend Elasticitatsgrenze genannt and zogleich 
als Grenze bezeichnet, bis za welcher bleibende Formanderangen nicht anf- 
treten. In Wirklichkeit weicht das Verhalten der Edrper von diesem ideellen 
Bilde mehr oder weniger ab, insofem jene beiden Grenzen nicht zasammen- 
fallen. Halt man sich strenger an die Wirklichkeit, so bezeichnet man zweck- 
massig die erstere Grenze als Proportionalitatsgrenze, die zweite als 
Elasticitatsgrenze. Uber diese Verhaltnisse ist nachzolesen in C. Bach's 
ElasticitSLt and Festigkeii Das genannte Buch enthalt aach Mittheilangen 
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liber den Einflass der Zeit anf die FonnHndening and (|as Yerscfawindeli der- 
selben, ^ber die 8. g. elastische Nachwirkang, aof welche wir hier 
nicbt eingehen woUen. 

Was die Mafseinheiten anlangt, so behalten wir f&r die 
Kr&fte das Eilogramm bei, wie im ersten Theile. Als L&ngea- 
einheit ben&tzen wir in der Mechanik der elastischen E()rper 
zweckmSlssig nicht das Meter, weil ElasticiUts- und Festigkeitsgrenzen 
fur das Quadratmeter unbequem grosse Zahlen ergeben. Yielmehr 
w^hlen wir das Centim eter zur Einheit. Im Maschinenban wird auch 
vielfach nach Millimetern gerechnet. Umrechnungen von Gentimetern 
auf Millimeter oder auf Meter sind so einfaeh, dass es nur geringer 
Aufmerksamkeit bedarf, sich in dieser Beziehung vor Fehlern zn 
schtitzen. Freilich muss man sich zur Begel machen,^in einem 
gegebenen Falle s&mmtliche Mafse, also neben den Quer- 
schnitten besonders auch die L9.ngen, durch dieselbe 
Einheit auszudrucken. In dieser Beziehung machen Anf9,nger 
hMfig Fehler. Als Spannung hat eine Zahl nur Bedeutung, wenn 
die zugehOrige Eraft- und Fld.cheneinheit bekannt sind. Eine 
Spannung von TOC^Vqcm (d. h. 700*8^ fur das Quadratcentimeter) 
ist gleichbedeutend mit T^fif/qmm, sowie mit 7000000^»/qn.. 

Die freie Luft ubt auf die von ihr berfihrten E5rper einen 
Druck aus, welcher auf 1 ^"^ in der Hdhe des Meeresspiegels bei 
mittlerem Barometerstand etwa 10333^, mithin auf 1^®°* etwa 
1 ,0333 ^« betrSgi Da der Luftdruck mit zunehmender H6he kleiner 
wird, so ist auch leicht eine Hdhe zu finden (etwa 264 ^ fiber dem 
Meere), in welcher der Luftdruck im Mittel 1 ^Vqcm betragt, und 
man hat es zweckm&ssig geftmden, fiir diesen Druck die Bezeich- 
nung Atmosph&re (1 ^*) im Maschinenwesen allgemein einzuffihren. 
Diese Bezeichnung empfiehlt sich auch f&r die Spannungseinheit 
(1 ^Vqcm = 1 **), wir drucken also die Werthe <T, z, d, Z, D, und E 
in Atmosph&ren (der Earze wegen einfaeh ^af gesprochen 
und geschrieben) aus, mit der Bedeutung: Eilogramme fur 1 ^*^"*. 

Die f&r eine Stoffgattung geltenden Elasticit&ts- und Festig- 
keitszahlen U, z, d, Z und D sind natfirlich je nach der Gute des 
gerade vorliegenden Edrpers schwankend. In folgender Tabelle 
geben wir einige Mittel werthe V\x die in den Beispielen vor- 
kommenden F3,lle. 



I. Allgemeines. 

Eiasticit&ts- and Festigkeitszahlen in *^ 





Elasticitats- 
grenze 

Zng Drnck 
z d 


Festigkeit 

Zng Drnck 
Z D 


Elasticitfits- 

mafs 

E 


Gusseisen 


600 


1600 


1300 


7000 


1 000 000 


Stabeisen 


1600 


1600 


3500 


3500 


2 000 000 


Stahl 


3000 


3600 


5000 


6000 


2 200 000 


Gnssstahl 


4500 


4500 


7000 


8000 


2 200 000 


Holz 


250 


170 


800 


500 


120 000 


Glas 


340 


1450 


340 


1450 


1 000 000 


Eantschnk 


20 




30 
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Ftir Gnsseisen, natiirliche nnd kttnstUche Steine sowie Eantschnk 
scheint E mit <r zn wechseln ; anch fehlt ftlr diese StofFe eine strenge Elasti- 
citatsgrenze. Fur Holz wird h&nfig JE7= 100000 gesetzt. Bei Glas fallen 
Elasticitats- nnd Festigkeitsgrenze znsammen, d. h. Glas bleibt bis znr Zer- 
stornng vollkommen elastisch. Bekanntlich kommen ja beim Glase bleibende 
Formandemngen, z. B. Verbiegnngen, in kaltem Zustand nicht vor. 

Die Er&fte, welche auf einen E5rper oder einen Theil des- 
selben wirken, nnterscheidet man in Hassenkr&fte nnd Fl&ehenkr&fte. 
TJnter ersteren versteht man solche, die nnmittelbar auf die Massen- 
fheilchen Hbertragen werden nnd anch der Masse verh&ltnisgleich 
sind; dazn gehOren die Schwerkr&fte, anch magnetische and elektrische 
Ki-afte, sowie die Erganzungskrafte ( — mp, — mrox^) (s. 1. Theil, 
2. Anfl., S. 84, 88, 142). Die Fl^chenkrafte werden durch unmittel- 
bare Beruhrnng mittels der Fld.chen ubertragen nnd sind von der 
Form: Flachengr()sse mal Eraft fur die Fl^cheneinheit. Zn diesen 
geh5ren namenflich die inneren Erftfte fester nnd fltlssiger Edrper. 



A. G-leichgewiclit elastisch-fester KOrper. 



I. Allgemeines. 

Ein elastisch-fester EOrper ist im Qleichgewichte, wenn seine 
s^mmtlichen Punkte sich im Gleichgewichte befinden, and dies ver- 
langt, wie bei starren E5rpern, dass der E6rper entweder raht 
oder eine gleichf5rmige geradlinige Bewegung ansfuhrt; anch darf 
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der E5rper keine Form&nderangen mehr erfahren, vielmehr mass 
die den inneren Spannnngen entsprechende Form bereits Tor- 
handen sein. 

Ein solcher Oleichgewichtszustand liegt vor, wenD nach S. 4 
die Slasseren Er9,fte des K()rpers den Gleichgewichtsbedingungen fur 
starre Kdrper gentigen. Diese Gleichgewichts-Bedingungen werden 
auch zor Ermittelung der inneren Spannkr&fte benutzt, indem 
man dnrch den Kdrper einen Schnitt fuhrt and far einen der er- 
haltenen Abschnitte die Gleichgewichts-Bedingangen aufstellt. Denn 
es mass ja, wenn der ganze Kdrper sich im Gleichgewichte be^ 
findet, aach jeder Theil desselben im Gleichgewichte sein. Bei 
dieser Untersachang mass man an der Schnittstelle den vorherigen 
Znsammenhang darch Spannkr&fte ersetzen, die man daher aach 
als nSchnittkr&fte'' bezeichnet hat. Die 2 Abschnitte, in welche, 
der Kdrper darch den Schnitt zerlegt ist, besitzen gleiche Schnitt- 
fl&chen, and an jedem Fl9,chentheilchen der einen Schnittfl&che 
wirken Spannkr^fte, die gleich gross, aber entgegengesetzt gerichtet 
sind, wie bei dem entsprechenden F19.chentheilchen der Schnittfl^che 
des anderen Kdrperabschnittes. Diese Spannkr&fte, die far den an- 
zertrennten Kdrper inn ere Krafte bedeaten, gelten fBr die Be- 
trachtang eines Kdrperabschnittes als ^assere Kr&fte and sind in 
den Gleichgewichts-Gleichangen mit aafzafahren. 

Das Gleichgewicht ist nar mdglich, wenn der Kdrper darch 
die aasseren Krafte nicht zerstdrt wird, d. h. wenn die Spannang 
die Grenze der Festigkeit an keiner Stelle erreicht. Soil ein 
Kdrper aber daaernd im Gleichgewichte bleiben, so darf seine Span- 
nang nirgends die Elasticitatsgrenze ^berschreiten. Es warden 
sonst bleibende Form9.nderangen entstehen, die gewdhnlich nicht 
zaiassig sind. In den moisten Fallen der Anwendang ist die Be- 
lastang eines Kdrpers mehr oder weniger veranderlich. Die Er- 
fahrang lehrt, dass, wenn ein Kdrper haafig aber die Elasticitats- 
grenze hinaas belastet wird, die Formanderangen allmahlich wachsen 
and endlich zar Zerstdrang fQhren. 

Bei der Berechnang der „zalassigen Belastang'' eines 
Kdrpers oder der erforderlichen Abmessangen bei gegebener Belastang, 
darf man aber noch nicht einmal die Spannang an der Elasticitats- 
grenze za Grande legen, sondem mass als zalassige Spannang 
einen kleineren Worth einfahren, der meist nar aas der Erfahrang 
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gewoDnen werden kann. Einerseits sind n3.mlich die Stoffe der E5rper 
der AbnntzoDg, dem Boston, der F&ulnis u. dgL unterworfen and 
erleiden deshalb Einbasse an ihrer Festigkeit. Sodann aber sind 
die Theile eines Bauwerkes oder einer Maschine hSLofig ErscMtte- 
rongen and St()ssen ausgesetzt, welche Schwingungen der elastischen 
KQrper zur Folge haben. Derartige Schwingnngsbewegungen sind 
nun stets nngleichfSrmig, bedeuten daher Abweichungen vom Gleich- 
gewichtszustande. Viele Maschlnentheile fahren auch planmSssig 
beschleunigte Bewegungen aus. Die Spannnngen, die in solchen 
K5rpern wirklich anftreten, lassen sich h^ufig nnr sehr schwer 
ermitteln. Man f&hrt daher eine Berechnung unter Annahme des 
Gleichgewichts (eine statische Berechnung) aus, welche die Span- 
nungeu kleiner angiebt, als sie wirklich sind, welche also bei 
Zugmndelegung der Elasticit9,tsgrenze als zulSssiger Spannung zu 
geringe Querschnitts-Abmessungen liefern wtlrde. Den auf diese 
Weise entstehenden Fehler kann man dadurch wieder ausgleichen, 
dass man als die in die Eechnung einzufQhrende Spannung o nicht 
die Elasticitd.tsgrenze, sondern nur den nten Theil derselben annimmt 
Die Zahl n nennt man dann die Sicherheit gegen Uberschreitung 
der Elasticit9.tsgrenze. Wflre die auf solche n&ch kleinere Spannung 
gegrundete Bechnung richtig, so wurde thatsachlich nur Vn der 
Spannung an der Elasticit&tsgrenze erreicht werden. In Wirklich- 
keit aber bezeichnet die Zahl Vn ^^^ cl^n Grad der Genauigkeit 
der Bechnungsgrundlagen far eine Gruppe von F§llen. Die Zahl n 
ist durch die Erfahrung an die Hand gegeben und betr&gt je nach 
der Art des Bau- und Maschinentheiles 1,6, 2, 2,5, 3, 4 u. dgL 
Bechnet man mit diesen SicherheitsverhUtnissen, so kann man 
annehmen, dass die wirkliche Spannung im ungtlnstigsten Falle 
bis nahe an die Elasticit9,tsgrenze herantreten wird. Je genauer 
man einen Fall zu berechnen vermag, desto mehr kann sich die 
Zahl n der Einheit n3.hern. So pflegt man ffir Bauverb&nde aus 
Stabeisen, dessen Spannung an der Elasticit^tsgrenze etwa 1600'^* 
betragt, 700 bis 1000** als zulassige Spannung a einzufuhren, 
indem man annimmt, dass die wahren Spannungen 1,6 bis 2,3 Mai 
so gross ausfallen werden, wie die durch statische Berechnung ge- 
fundenen. In der Wahl dieser kleinen Spannung o liegt also keines- 
w^ eine tLbermassige Angstlichkeit, die als Verschwendung getadelt 
werden k()nnte, sondern eine durch die Erfahrung als nothwendig 



12 



Erste Abtheilnng. A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper. 



erkaDnte, gebotene Yorsicht, wenn man dem fraglichen Bauwerk 
einen langjfthrigen Bestand sicherD and allzn umsi&ndlicbe genauere 
Bechnungen vermeiden wilL 

Wie gross die znlftssige Spannung bei den verschiedenen Bau-^ 
and Maschinentheilen and den entsprechenden Stoffen gewfthlt werden 
darf, geh()rt weniger in den Bahmen der Mechanik, als in den der 
Lehre von den Baaverb9,nden and Maschinentheilen. 

Beispiell: Sine Stange aas Stabeisen von 2rn, Lange imd 2 cm x 10 cm 
= 20qcm Qnerscbnitt kann bei <r=700»t zulassiger Spannong eine Zagkrafb 
von 20 * 700 = 14 000>g anfiiebmen. Die entsprecbende Dehnung betragt 
e = 700 : 2 000 000 = 7 : 20 000 = 0,ooo 36 . Will man die Verlangemng JHn cm 
baben, so drticke man die Lange I in Centimetem = 200cm aos, um zu erbalten 

j; == ; . £ = 200 • 0,000 36 = 0,07 cm. 
Bis zor Elasticitatsgrenze wlirde der Stab dnrcb eine Zagkrafb Z'=20-1600 
= 32 000 kg gespannt werden mit einer Verliingerang Al = 0,07 • ^^/i = 0,i6cm . 
Znm Zerreissen wtlrde eine Kraft yon 20 • 3500 = 70 000 ^ erforderlicb sein. 

Beispiel 2: Eine urspr&nglicb spannongslose rande Eisenstange von 2om 
Dorchmesser wird an den Enden festgehalten and sodann am 20 ^ C. abgekfiblt. 
Ware die Stange frei, so worde sie bei einer Aosdehnongsziffer von V^oo^^ 
f. 1 ® C. eine verhSltnismassige Verkarzang = 20 : 80 000 = 1 : 4000 erfabren ; 
Diese Yerkflrzung mass, da die Enden festgebalten sind, darch eine gleicbgrosse 
elastiscbe Debnang des Stabes £ = 1 : 40 000 wieder aasgeglicben werden. 
Daraos entstebt eine Spannnng 

^== J&e = 2 000 000 : 4000 = 500 »* 

and eine Spannkraft K= irF= 500 n =1510^. 

2. Zugfestigkeit hSlngender Stangen. Druckfestigkeit 

stehender SMulen. 

Bei lothrecht h&ngenden, oben befestigten Stangen wird die 
Spannnng o vom Eigengewichte beeinflasst. Wirkt p. ^ 

an der Stange (Fig. 9) von fiberall gleichem Qaer- 
schnitt F anten eine Zagkraft Kj so wird die 
Stange erst im Gleichgewichte sein k5nnen, nachdem 
eine gewisse Yerl&ngerang stattgefdnden hat, die fOr I A<^f 

die Bechnong aber ohne Wichtigkeit isi Darch- 
schneidet man die Stange in dem Abstande a vom .^ | a 

anteren Ende and bringt an der Schnittstelle die 
Spannkraft oF an, so mdssen Ky oF and das 
Gewicht O des anteren Stangentheiles im Gleich- 
gewicht sein. Ist y die Dichte des Stoffes, so wird G=yFx^ 
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2. Zugfestigkeit h&ngender Stangen. 13 

mithin oF=^ K -^-y Fx , oder 

1) o^—+yx. 

Die stSrkste SpannaDg findet sich am oberen Ende, also ftir 

2) Oi^§ + yi^ 

I^ie Yerl&ngerang kann, well die Spannung a ver^nderlicli ist, 
nur darch Integration oder Fl^chenberechnnng gefunden werden. 
An der beliebigen Schnittstelle betr&gt die Dehnung £ = a : JEJ, 
daher die elastische Yerlftngemng des Theiles dx nach Gl. 2 S. 5 

Adx = -:p,dx 
F 

nnd die yerld.ngerung der ganzen Stange 

Al^--\6'dx==-z=:r=2 + ^\x-dx, woraus 
EJ^ EF FJ^ 

^ EF ^ 2E E\F 2) 

Bei m&ssigen L&ngen kann das zweite Glied vernachlflssigt werden* 

Beispiel: An einem Bergwerks-Gestange Ton 2==200m = 20000en DLnge 
(Stabeisen) wirke nnten eine Zngkraft £'=40 000^?. Wegen der Bewegoiig 
des Gefit&nges moge die zulassige Spannung nur tf'i = 400»t betragen dflrfen. 
Es soil der erforderliche Qnerschnitt F berechnet werden. Wenn 1 o^™ Stab- 
eisen 7800 kg wiegt, so ist fttr Centimeter 7'=:7800: 100' = 0,oo78 zn setzen. 
Nun wird nacb Gleichnng 2 

400 F= 40 000 + 0,0078 • 20 000 F, also 

40000 

F = =164 V" . 

400—156 

Die Verlangerong betragt (Gleichnng 3) 

., 40000-20000 , 0,0078-200002 ^ , . « 

^^ = 2000000-164 + 2-2000000 = ^>^ + Q>^^ = 3,«« cm . 

Am nnteren Ende betr&gt die Spannnng nur 

^5_ 40000 _ 

Die Festigkeit mii daher Dnr tmgleichmSssig aosgenntzt and zwar am so an- 
gleicher, je iSnger die Stange. 
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Pig. 10. 




Soil die Festigkeit eines Gestanges Tdllig aasgenntzt werden, 
so muss der Querschnitt nach obeD bin zunehmen. Das Gesetz ftlr 
die Veranderlichkeit des Querschnittes eines Ge- 
std.nges uberall gleicher Sicherheit findet 
man nach Fig. 10. Am unteren Ende wirke eine 
Eraft K; diese verlangt bei einer uberall gleichen 
Spannung o einen Querschnitt ¥q = K:o. In der 
HOhe X sei der Querschnitt F, mithin die Spann- 
kraft oF. FSr das Stuck von der Lange x gilt 
/dann die Gleichgewichts-Bedingung 

aF=G+K, 

Hierin ist das Gewicht G der Stablange w un- 
bekannt Die Aufgabe wird aber losbar, wenn man 
obige Gleichung auf beiden Seiten nach <r differentiirt. o und K 
sind unveranderlich ; F andert sich xxm dF, G urn dG, n, zw. ist 
dG das Gewicht einer Scheibe von der H5he d^, d. h. dG 
^yFdoo. Mithin wird 

adF=^yF'dx. 

Behufe der Integration dieser Gleichung muss man die yer9.nder- 

lichen trennen, d. \i. dF und F auf der linken Seite vereinigen, 

dF y 
wahrend dos auf der rechten bleibt, also -^=r = — dx. Das giebt 

I J^= -X + G. Fur 0? = muss J^= F^ sein, mithin \F^ = O. 

Durch Abziehen folgt: 



^'|) = ^ und 



4) 



z 










Nimmt man von beiden Seiten die Briggischen Logarithmen, 
so wird 



5) 



F y y 

log^r = log €- — .27 = 0,434—^. 



Wegen der Gleichheit der Spannung ist auch die Dehnung 
uberall dieselbe, daher die Verlangerung Al=^lc\F. 



3. Schab- oder Scherfestigkeit. 15 

Beispiel 1 : Ftb: ein Gest&nge von denelben L&Qge and Belastong wie 
S. 13 wird bei einer ganz gleichen SpaDoimg <r=400at, jF^rs lOOqcm. Es 
ist T*: <r= 0,0078 : 400 = 0,000 019 5, wofar wir rund 0,oooo2 setzen. Fiir 

x= 5 000 c» wird log -^£7 = 0,434- 0,1, -=-=l,io5, F= 110,6; 

-^0 ^0 

F F 

fur a;=10000cm wird log ^r = 0,434- 0,«, -=-=l,«2i, F=122,i; 

F F 

rta a;=15000cin wird log ^^r = 0,434 • 0,3 , ^^=1,35, JP=135; 

F F 

ftlr a:= 20000cm wird log ^=- = 0,484 - 0,4, —-=1,49; F= 149<icin. 

Die Verl&ngerang wird 

^, 20000-400 , , o a .ox 

^ ^ 2000000 = ^ '" (^^«'° ^'" ^- ^^^' 

Leicht ergiebt sieh hiemach aach das Gewicht G des Gest&nges, well die 
Spajinkraft an dem oberen Qaerschnitte von 149<icm den Worth 400*149 
= 59600^ hat, der gleich Cr + 40000^2 sein muss. Daher wird 
G= 19600^8, wShrend das Gest&nge iiberall gleichen Querschnitts (S. 13) 

1 64 • 0,0078 20 000 = 25 584 ^ wiegt. 

Alios fQr die Zugfestigkeit Gesagte gilt sinngemd.ss auch f&r 
die Druckfestigkeit, aber nur fur St&be, bei deneD keine Enickgefahr 
eintritt (vgl. S. 64). 

Beispiel 2 : Wie hoch darf ein prismatischer Steinpfeiler, der nur durch 
sein eigenes Gewicht belastet ist, werden, wenn 1 cbm 2000 ^ wiegt und die 
Spannung nicht iiber 20 »t betragen soil? Ist die Hohe a; cm, die Grundfl&che 
F in <icm ausgedrlickt, so wird, da /'=0,oo2 fBr 1 ccm^ das Gesammtgewicht 

G = yFx = 0,002 • Fx 

und die ebenso grosse Spannkraft an der Grundflache f =20jF; mithin wird, 
unabhangig von der Grdsse des Querschnitts F, 

a: = 10000 cm =100m. 

Der Querschnitt muss so gross gemacht werden, dass die Gefahr einer seit- 
lichen Ausbiegung nicht entstehi Die hierdurch bedingte Querschnittsform 
hangt aber von manchen Umstanden ab, die sich nicht s&mmtlich rechnungs- 
mSssig verfolgen lassen. 



3. Schub- Oder Scherfestigkeit 

Ist ein Edrper fest eingespannt and wird aaf den Yorspringenden 
Theil (Zapfen) mittels eines scherblattartigen EOrpers eine Kraft K 
ansge&bt (Fig. 11), so hat diese das Bestreben, den vorspringenden 
Zapfen von dem linksseitigen Theile des Edrpers im Sinne der 
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Kraft abzuschieben oder abznscheren. Der Widerstand gegen Ab- 
scherung ist ann&hernd verh&ltnisgleich der abzuscherenden Flftche F 
und bei Eisen 0,6 bis 0,8 Mai so gross wie der gegen p. 
Zerreissen oder gegen ZerdrQcken, wenn man von diesen 
Widerstftnden den kleineren einfuhrt Dem entsprechend 
wahlt man die zal&ssige Scherbelastang bei Eisen nur 
= 0,6 bis 0,8 von der zulassigen Zug- oder Druck- 
belastung; bei Holz l&ngs der Fasern nur = V^ bis V^* 
Wirkt die Kraft nicht dicht an der Anhaftang8fl9,che, 
sondern in einem geringen Abstande I davon, so ist mit den Schub- 
spannungen, die wir fGr die Fl&cheneinheit mit r (tangential 
wirkend) bezeichnen wollen, eine Form^nderung verbunden, welche darin 
bestebt, dass die zur AnhaftnngsMche nrsprtlnglich rechtwinkligen 
Geraden sich nm den Winkel y schiefwinklig stellen 
(Fig. 12), so dass das Bechteck ABCD in das ^»- l^- 
Rhomboid AB^GiD ubergeht. Dieser Winkel y Mit b 
heisst die Gleitnng, indem man sich vorstellt, dass 1 I'^-J 
die einzelnen Qaerschichten \\ AD an einander ent- 
lang gleiten. Die Gleitung y hat eine fthnliche Be- 
deutung wie die Dehnung e bei der Wirknng von 
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Zug und Druckspannungen. Wie e = c: E, so ist 

1) y ^ r : G, 

also auch verhd.ltnisgleich mit der Spannung r. G ist wie E eine 
von dem Stoff abhd.ngige GrOsse, die auch mit E in einfacher 
Beziehung steht; es ist n9.mlich f&r isotrope K()rper etwa 

anzunehmen, u. zw. heisst G das Gleitmafs oder der Qleitmodul. 
Die Beziehungen zwischen Schubspannungen und Ld.ngsspannungen 
nebst den entsprechenden Formftnderungen werden eingehender be- 
handelt in Keck, Vortr^ge uber ElasticitSltslehre. 

Gl. 1, welche dem Hooke'schen Gesetze f&r LSngsspannongen (S. 6) ent- 
spricht, warde 1837 von dem franzdsischen Ingeniear de Saint-V^nant 
(geb. 1797, gest 1886) angegeben. 

Die Scherfestigkeit kommt besonders bei den Nietverbindungen 
in Frage. Will man zwei St^be, in denen L&ngszugkrftfte K wirken 
soUen, in der einfachsten Weise durch Niete verbinden, so versieht 
man jeden Stab mit einem cylindrischen Loche, legt sie so auf 
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einander, dass die L5cher znsammenfallen and zieht einen Nietbolzen 

Yom Durchmesser d hin- 

durch (Fig, 13). SoUte . ^^ i^- 

nun die Vernietung durch [ 

Wirkung der Krafte K zer- ^ 

stOrt werden, so mtisste die 

in der BerQhrangsebene der St9,be liegende Qaerschnittflftche ab, 

deren Gr5sse F= ^/AdPn ist, abgeschert werden. Man kann-idaher 

setzen : 



K=xF 



4 



Die Schubspannungen yertheilen sich nicht gleichmlissig tiber die 
Abscherangsfl&che ; t ist also nur eine mittlere Schubspannang. 
Die Erfahrung lehrt aber, dass man in Berficksichtigung der Rei- 
bung, die durch die NietkOpfe erzeugt wird, bei guten Nieten 
r==B0,8a setzen. darf, wenn o die kleinere der zulSlssigen L&ngs- 
spannungen bedeutet. 1st fftr Stabeisen o == 700 **, so kann 
T =s 560 ** gesetzt werden. 

Ffir d = 2«» und r=560»* wird JSr=1760^. 

SoUen die zu yerbindenden St&be in gleicher Flucht liegen, 
so legt man auf beide eine sog. Lasche und verbindet diese mit 
beiden Staben (Fig. 14). 
Die beiden Niete liefern ^* ^^ 

aber keine gr5ssere Festig- 
keit als das eine Niet in 
Fig. 13. Jeder Nietbolzen 
hat die Eraf t K fdr sich allein aufzunehmen. Gunstiger ist der Fall , 
wenn man die zu yerbindenden StS^be beiderseits mit Laschen yer- 
sieht, also die sog. doppelte Verlaschung anwendet (Fig. 15). In 
diesem Falle wider- 

stehtjedesNietgleich- ^S- ^^• 

zeitig mit der Scher- 
festigkeit zweier Quer- 
schnitte; z. B. a6 

und cd. Denn um den linksseitigen Stab aus der Verlaschung 
herauszureissen, musfs das linksseitige Niet an beiden Ber&hrungs- 
fl3.chen zwischen dem Stabe und den Laschen abgeschert werden; 

Keck, Mechanik. II. 2 
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ftr den Fall der Zerst5rang wtirde dann der mittlere Theil des 
Nietbolzens in dem herausgerissenen Stabe, seine ftasseren Theile 
in den Laschen verbleiben. Ein solcher Nietbolzen, der mit der 
Festigkeit zweier QuerschnittsflS^chen widersteht, 
heisst ein zweischnittiges Niet. Fiir Fig 15 
gilt also die Gleichung 

Die Scher festigkeit kommt auch in Frage 
bei dem Eraftaufwande zum Durchstossen, Durch- 
lochen oder Durchpunzen eines Stabes oder einer 
Platte, behufs Herstellung (Stanzen) von Niet- 
Idchern. Es wird dann durch Maschinenkraft der 
Stahlstempel S (Fig. 16) niedergedruckt, so dass 
er den cylindrischen EOrper abed aus dem Stabe 
oder der Platte heraasdrangt. 1st die Langsfestigkeit der Platte 
Z=:D = 3500»S so ist die Scherfestigkeit 0,8.3600 = 2800**. 
Um ein Loch von rf = 2 «™ Durchmesser durch die h = 2^ dicke 
Platte zu drucken, ist, weil die cylindrische TrennangsflS,che 
d:n:h = 2'7t'2, die Kraft 

^ = 4 ;r . 2800 = 35 1 86 ^« erforderUch. 

Genauere UntersuchungeD zeigen, dass bei dem Widerstande der Niete 
wie auch beim Stanzen von Lochem noch verwickeltere Spannangsvorgange 
aoftreten, auf die hier nicht eingegangen werden kann. 

4. Biegungsfestigkeit 

a) Gruudgleichim^eii. 

Ein Stab sei an dem einen (linken) Ende (Fig. 17) in einer 
Wand oder dergl. unwandelbar befestigt 
(eingespannt); am ausseren Ende wirke 
eine Kraft K^ welche die LSngenachse 
d. Stabes (d. h die Verbindungsgrade 
der Schwerpunkte der Querschnitte) 
rechtwinklig schneidet. Die durch K 
und die Langenachse bestimmte Ebene 
sei fur den Stab oder Balken eine Symmetrie-Ebene; die 
Symmetrierichtung der Querschnitte sei hierzu rechtwinklig. 

Die Erfahrung lehrt, dass der Stab unter der Last K sich 
biegt; zwei ursprunglich parallele Querschnitte OD und EF im 
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Abstande dx von einander, verdrehen sich gegen einander ond 
fichneiden sich in der Achse O recht- 
winklig zur Bilddbene (Fig. 18). Die 
oberen Schichten des Stabes haben sich 
verl&ngert, die unteren sich yerknrzt. 
Dazwischen befindet sich eine Schicht 
AGNB, die keine Langenanderang er- 
litten hat, die sog. neatrale Schicht. 
Es wird voraosgesetzt, dass die Quer- 
fichnitte CD und EF eben tind recht- 
winklig zur neutralen Schicht geblieben 
sind.*) Die einzelnen Schichten er- 
fahren im Znsammenhange mit den 
Langenanderangen Zug* und Dnick* 
spannungen, die innerhalb der Elasti- 
citatsgrenze den Dehoungen yerhaitnis- 
gleich sind. Zeichnet man das Langentheilchen CDFE des Stabes 
besonders heraus (Fig. 19) nnd legt darch iVeine Ebene JZ"I| CDj 
so stellen die Eeile zwischen EF and 
JK die Langenanderangen der einzelnen 
Schichten des Stabtheilchens dar. Da 
nan die Schichten urspr^nglich die 
nbereinstimmende Lange GN=^da: 
batten, so sind die Dehnungen, folglich 
aach die Spannungen der einzelnen 
Schichten, verhaltnisgleich dem Ab- 
stande II derselben von der neutralen 
Schicht. 1st daher o die Spannang 
im Abstand u, a' die Spannang der 
aussersten Schicht im Abstand e' von 
der neutralen, so gilt 

1) 5=?. 




/ / 



o<i 



!/ 



*) Dies ist die ^Hypothese von Jakob Bernouilli'*, v. J. 1705; 
8. a. S. 43; sie wurde von Navier als Ausgangspunkt der Biegnngslehre 
1821 in die technische Mechanik eingefiihrt and heisst daher wohl auch die 
^Navier'sche Hypothese". Weiteres hieruber s. z. B. bei Poppl, Tech- 
nische Mechanik, Bd. III. 

2* 
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Zugleich ist wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke JFN und GNO 

JFiGN^JNiGO. 

JF: GN ist aber (= JFi DJ) die Dehnung o' : E der obersten 
Schicht Setzt man GO = q, so geht die letzte Gleichnng ^ber in 



2) 



6':E=e':Q Oder 

' ! I 

Be' 



Fig. 20 
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Durch 61. 1 sind die Spannungen an den verschiedenen Stellen 
eines Querschnitts auf diejenige am oberen Bande zaruckgefUhrt ; 
es kommt nun darauf an, o' aus der gegebenen Kraft K zu er- 
mitteln. Dazu dienen die Oleicbgewichts-Bedingnngen. Betrachtet 
man das StUck rechts vom Schnitt EF in Fig. 18, so muss dieses 
den Gleichgewichts-Bedingungen genflgen, wobei angenommen wird, 
dass die Kraft K ihre ursprtingliche (lothrechte) Bichtung bei- 
behftlt und im Punkte B angreifk (Pig. 20). Da 
man die Form des gebogenen Balkens nicht kennt, 
so ist auch die Bichtung der am Schnitt EF auf- 
tretenden Spannkr&fte unbekannt. Weil aber in 
den meisten Fallen der Wirklichkeit die innerhalb 
der Elasticit&ts^enze liegende Biegung nur gering 
sein wird, so vernachl^ssigen wir die FormS.nderung 
bei der Aufstellung der Oleichgewichfs-Bedingungen 
und nehmen die Lage und Bichtung der einzelnen Kr9.fte so, wie 
sie am ungebogenen Balken sich ergeben wurde. In Fig. 21 stellt 
also der linke Theil das Stuck des Balkens oder Stabes dar, 
welches im Qleichge- 

wichte sein soil. Der ^S- ^^• 

rechte Theil zeigt den ^"^^ 

Querschnitt selbst. 

Nehmen wir aus 
dem Querschnitt im 
Abstand u von der 
neutralen Schicht iVJV 
einen Fl9.chenstreifen 
djPheraus, so wirkt an 
diesem die Spannkraft C'dF^ weil an ihm durch weg die Spannung o 
auftritt. Derartige SpannkrS.fte kommen tlber die ganze Querschnitts- 
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hdhe vor, sind oben Zug-, unten Druckkr&fte, and ihre Sumrne nrass 
Null sein, well sie die einzigen wagrechten ErSite sind, die am be- 
trachteten Balkenstticke (jetzt als ftassere Er&fte) auftreten, also eine 
Summe = Null ergeben m^sen. Wir haben also : j* cdF = • 
Setzt man nun for a nach Gleichnng 1, S. 19 den WertL 
a = u'C'\e\ so ergiebt sich, da o' und e' von ^ nicht abhftngig sind 



Ud-F-w = 0, also S^F'U^Q. 



Dies bedeutet (1. Theil, 2. Anfi., S. 127), dass die Oerade 
NN im Querschnitt, von welcher aus die AbstS.nde u gemessen 
sind, durch den Schwerpunkt der Qnerschnittsfigur gehen muss. 
Die Gerade NN, in welcher die neutrale Schicht einen Qaerschnitt 
schneidet, heisst die neutrale Achse oder die Spannungs-Nalllinie 
(weil an ihr die Spannung o = Q ist) oder kurzer die NuUlinie 
des Querschnitts. Die Oleichung der wagerechten Er&fte bedingt 
also, dass die Nulllinie dnrch den Schwerpunkt des 
Querschnitts gehi Die Mittellinie des Stabes liegt in der 
neutralen Schicht desselben. 

Die Gleichung der lothrechten Krflfte ist aber in Fig. 21 erst 
erfuUt, wenn die Erait K durch eine gleiche, aufw^rts gerichtete 
Eraft aufgehoben wird. Die Eraft K hat ausser der Biegung des 
Balkens auch das Bestreben, das abgeschnittene Stuck iS^ngs des 
Schnittes nach unten zu yerschieben; dem setzt sich an der Quer- 
schnittsfi^che ein Schubwiderstand, eine sog. innere Querkraft Q » £*, 
entgegen. Die aus Q sich ergebenden Schubspannungen sind in den 
einfacheren F^len, wie sie in diesem Buche nur behandelt werden 
soUen, unbedeutend, weshalb wir uns um diese Querkraft Q hier 
nicht weiter ktimmern werden. In Eeck, Yortrftge uber Elasticit&ts- 
lehre und ^ber Qraphische Statik 
findet man die naheren Unter- ^' ^^' 

suchungen uber die Yertheilung 
der Querkraft. 

Von der Nothwendigkeit der 
Querkraft Q = K kann man sich anch 
noch mittelst der Fig. 22 liberzeugen. 

Ftlhrt man im Abstand x vom 
freien Ende einen Schnitt und riickt 
den Abschnitt von der Lange x ein wenig nach rechts, so kann man die' 
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gesammte Zugkraft oberhalb der NiOllime xmd die gesammte Druckkraffc unter- 
halb derselben dnrch die Spannkrafke 8 zweier wagerechter Gelenkstangen 
ersetzen. Hierdnrch sind aber die beiden Abschnitte noch nicht steif mit 
einander verbunden; die Gelenkstangen verhindem zwar eine Drehnng des 
rechtsseitigen Theils (innerhalb der Zeichenebene), nicht aber eine Parallel- 
versebiebung nach nnten; hierzn ist noch eine nach oben gerichtete Qaer- 
kraft Q = K erforderlich. 

In der Gleichung der Momente in Bezug auf die NulUinie NN 
(Fig. 21) haben wir dann K'X als S.asseres Moment; die innere 
Spannkraft o-dF eines Querschnitts-Theilchens hat den Hebelarm u^ 
daber muss = K*x — Ja-dl^-w oder nach Ql. 1, S. 19, 

— \dF'U^ = K*x sein. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist die Momentensumme der 
an einem Querschnitt auftretenden inneren SpannkrS.fte oder das 
Spannungsmoment, wahrend die rechte Seite das Moment der 
SLusseren biegenden Kraft in Bezug auf die NulUinie des Querschnitts ist. 
Dieses heisst das Biegungsmoment und wird mit 3R bezeichnet. 
SdF^u^ bedeutet nach 1. Theil, 2. Aufl., S. 274 und 277 das 
geometrische Tr9.gheitsmoment des Querschnitts in Bezug 
auf die NulUinie. Die Momentengleichung nimmt dann die Form an: 

3) ^J=9W. 

Die durch die Eichtungslinie der Kraft K und die Mittellinie 
des Stabes bestimmte Ebene, welche der Voraussetzung zufolge eine 
Symmetrie-Ebene des Stabes sein soil, heisst die Biegungsebene, 
well die Mittellinie des Stabes auch nach der Biegung in ihr ver- 
bleibt. In diesem Falle steht die NulUinie rechtwinklig 
zur Biegungsebene. 

Treten in der Biegungsebene mehrere, zur Mittellinie des Stabes 
rechtwinklige Krafte zugleich auf (Fig. 23), so andert sich dadurch 
Nichts wesentliches. An irgend einer 
Schnittstelle CJD vertheilen sich die 
Zug- und Druckspannungen wiederum 
nach dem Gesetze der Gl. 1 (S. 19), 
80 dass die linke Seite der Gl. 3 



dieselbe Form 



o'J 



bekommt. Die 




i54 



Fig. 23. 



r^2- 



CU — I — » -> 



Querkraft Q an der Schnittstelle wird nunmehr entgegengesetzt der 



r 
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algebraischen Somme der rechts vom Schnitte liegenden ^osseren 
Erftfte: 

Das Biegungsmoment aber wird 3K =» Kx — Ky^xi + K2X2 
= 2K'X, wobei sich das Sammenzeichen 2 beidemal anf die Strecke 
vom Querschnitt bis zam rechtsseitigen Ende des Stabes erstrecki 
Man kann dann sagen: 

1. Die Qnerkraft Q des Querschnitts ist gleich 
der Samme der am abgeschnittenen Sttlck des Stabes 
wirkenden (lothrechten ftusseren) Erftfte K. 

2. Das Biegungsmoment 9){ ist die Momentensumme 
der am abgeschnittenen StQcke des Stabes wirkenden 
SLttsseren KrSlfte in Bezug anf die Nulllinie des 
Schnittes. 

Nennt man die st9,rkste Druckspannung am anteren Bande o" 
nnd den Abstand von der Nulllinie e'\ so ist wegen der Gl. 1 (S. 19) 

^ a' e' 

mitbin kann nach 01. 3 auch geschrieben werden 

5) %J=^> 

o' und o" heissen die Bandspannungen des Querschnitts. 
Die linke Seite der 01. 3: -y J, das sog. Spannungsmoment, 

enth&lt einen physikalischen Faktor o\ w9,hrend der andere Faktor 
J : e' nur von der Form und GrOsse des Querschnitts abhangt. Diesen 

Faktor -7 = SB' nennt man kurz das Widerstandsmoment des 
e 

J 

Querschnitts, u. zw. fur die Zugspannung c\ wahrend~77, ebenso 

das Widerstandsmoment W des Querschnitts far die Druckspannung 
o" ist In den moisten Fallen der Anwendung liegt der Schwer* 
punkt des Querschnitts und damit die Nulllinie in halber HOhe; 
dann ist e* = e'\ wofRr wir dann einfach e setzen, ebenso SB' = SB" 
= SB . Es werden dann die Bandspannungen o' = &' (wofCir wir c 
schreiben), und man hat 

D A — Biegnngsmoment 8)1 

P S — Widerstandsmoment SB ' 
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Das geometrische Tragheitsmoment einer Flflche ist vom 
vierten Qrade (®"**), das Widerstandsmoment also vom dritten Grade 
(«"»• Oder ^"^^ 

b) Widerstandsmomeute verscbie^euer Qaerscbnitte, 

FfirvieleFalle,nainentlichfarHolzbalken, istder rechteckige 
Querschnitt (Pig. 24) angezeigt Bei diesem liegt die NulUinie in 
der Mitte; das Tragheitsmoment ist (nach 1. Theil, 

Fh^ d^h^ Fig. 24. 

2. Aufl., S. 277) J= -j^ = —jo-; mithin ist, wegen 

e = 1/2^, das Widerstandsmoment des Eecht- -- 
ecks 



6) 



-_ J Fh dh^ 

^ = 7 6" ==-6- 




Da nun der Aufwand an Stoff durch den Querschnitt F bedingt 
wird, so sind die Widerstandsmomente von Rechtecken gleichen In- 
halts ihren HOhen h verhSrltnisgleich. Daher empfiehlt es sich, 
Balkan, von denen man bestimmt annehmen kann, dass sie stets 
nur in lothrechtem Sinne belastet werden, hochkantig za stellen 
mid h gegen d m5glichst gross za nehmen. Eine obere Grenze fur 

das zulassige Verhaltnis — ergiebt sich aus der geringen Scherfestig- 

keit des Holzes (vgl. Keck, Elasticitatslehre). 

Fiir d=12, ^ = 24 ist 28 = Ve- 12 • 242 = 1152; legt man denselben 
Balken aber flach, so ist d = 24, 7i=12 und 2B = V« ' 24- 122 = 576, 
d. h. halb so gross wie vorher, dem entsprechend ist auch die Tragf^higkeit nnr 
halb so gross. 

Bei gegebener H5he h^2e liefert ein Plachentheil dF im 
Abstand u von der NulUinie zum Widerstandsmomente den Bei- 
trag dF'i(?:e. Die Flachentheile in der Nahe 
der NulUinie geben daher nur wenig Beitrag; 
mithin ist es bei der Verwendung von Eisen, wo 
man in der Wahl der Form nicht sehr beschrankt 
ist, vortheilhaft, diese FlSlchentheile fortzunehmen 
und in mOglichst weitem Abstande von der NuU- 
linie anzubringen. Yom hochkantigen Bechteck 
A BCD (Fig, 25) gelangt man dann durch 
Verlegung der Flachentheile a nach a^ zu dem I-f5rmigen 
Querschnitte. 







4 b. Widerstandsmomente verschiedener- Qaerschnitte. 
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Bevor diese Form gewalzt wnrde, hatte man schon Eisen der Form T, 
die man T-Eisen nannte; indem man sodann die X'^orm als die Yereinigung 

zweier T-Eisen I | j ansah, fOhrte man daf&r den Namen Doppel- T-Eisen 

ein, rerwendet dafar aber in der Schrift stets das Zeichen: X'^i^en. 

Zur Berechnnng des Tr9,gheitsmoments kann der 1- Qaerschnitt 
(Fig. 26) als Unterschied zweier Bechtecke dh and dihi behandelt 
werden, wenn man die St9.rke der 
zur Yerbindung der 9,asseren Theile 
dienenden Mittelwand = d — d^ setzt. 
Daher ist 
7) •/•== Vi2(d-A8- rfi-A^a) 

nnd well e= ^/2h: 



Fig. 26. 



Fig. 27. 



! V^^ 



k 




-J, 



I 



^^4* 



3 



8) ^^l = ^±]^^=AJhl, 

e o , h 

Die gleiche Formel gilt auch fur das hohle Bechteck (Fig. 27) 

Soil der Stab oder Balken gegen wagerechte Erflfte ebenso 
widerstandsMig sein wie gegen lothrechte, so ist das Quadrat 
Oder noch besser das hohle Quadrat (Fig. 28) angezeigt; fQr 
das YoUe Quadrat wird 



9) 



e 6 ' 



far das hohle Qnadrat wird 

10) aB = - = ^ ^*~^^* 



e 6 A 



Zieht man in solchem Falle 




Pig, 29. 



T" 

I 

r 






± 



^'d 



Querschnitte ohne HOhlungen vor, um den Farbenanstrich (als Schutz 
gegen Bost) leicht emeuern zu k5nnen, so kommt der kreuz- 
fOrmige Querschnitt (Fig. 29) in Frage. Hierfar wird 

indem man erst den Beitrag der lothrechten Bippe anschreibt, dann 
den der wagerechten Bippe voU hinzufugt und den Beitrag des 
(hierbei doppelt gerechneten) Quadrates d • d abzieht. Es wird dann 



11) 



6 h 















'1 
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Ftb: gleichen Widerstand nach alien Bichtungen eignen sicli 
der Ereis and der Ereisring. 

FOr den Ereis vom Halbmesser r ist (LTheil, 2. Aofl., S. 277) 



12) 



13) 



4 4 



and 



» = 






14) 



15) 



Ftr den Kreisring von den Halbmessern It and r ist 

4 JB 



K- 



Fig. 30. 
— * >i 



-oHi 



1.1 






n 



-ir 



Bei den bis jetzt betrachteten Qaerschnittsformen war die 
Nulllinie eine Symmetrieachse, daher e' = e" und auch cr'"=<j", 
d. h. die Zug- and die Drackspannung in den 9.assersten Lagen, 
die sog. ^Bandspannangen"^ sind hierbei von gleicher Or5sse. 
Bei Ousseisen, wo die Spannangen an der Elasticit9.tsgrenze z:d 
sich verhalten wie 3:8, ist es angemessen, den Qnerschnitt so an* 
zuordnen, dass die Sicherheit in der gezogenen Bandschicht ebenso 
gross wird wie in der gedruckten, dass also 
(j':0" = 3:8, also auch ^':e" = 3:8. Das 
fohrt anf unsymmetrische Formen, von denen 
wir beispielsweise den T- Qnerschnitt (Fig. 30) 
betrachten woUen. Die breite Seite (der Flansch) 
kommt hierbei nach der gezogenen (konvexen) 
Seite des gebogenen Stabes. 

Sind ofi and a^^ d^® Abstande der Theil- 
schwerpankte Si and S2 der Bechtecke d'h 
and di • hi vom Gesammt-Schwerpunkte S, so ist d • A • a?i = di ^i a?2 
und a?i + a?2 = V2(^ + ^1)5 daraas 

lft\ _ di'hi{h + hi) , _ d-h(h + hi) 

^^^ ^i""2(d.A + di.M ^2-2(d.h + drM' 

Das Tr9,gheitsmoment in Bezag auf die NalUinie wird dann 
als Summe der Beitrage der beiden Bechtecke 

J= yi2d'h^-^d-h'Xi^ + Vi2di 'hi^ + di'h^ ^x^^ 



S, ^i 



<d 



'Ljt 



4 c. Darstellttng der Veranderlichkeit des Biegungsmonientes. 
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Fig. 31. 



wofur man (nach Teil 1, 2. Aufl., S. 279, 61. 28) aach schreiben 
kann 

Die zwei Widerstandsmoinente 
18) n' = J:e' und W=^J:e" 

verhalten sich demnach wie «" : e' = 8 : 3 . 

e) Darstellnug der Ver&iiderlielikeit des Biegnngsmomentes. 

Fur Balkan oder Si&he Qberall gleichen Querschnitts ist aach 
S93 uberall gleich, mithin die stS,rkste Spannung o an verschiedenen 
Schnitten verhS,ltnisgleich mit dem 
Biegungsmomente. Die Verander- 
lichkeit des letzteren pfiegt man 
bildlich darzustellen. 

Wird der eingespannte Balken 
(Fig. 31) am freien Ende von einer 
Last K ergriffen, so ist fur einen be- 
liebigen Schnitt im Abstand a? von 
JK'das Biegungsmoment 3)?« = K-iv. 
Tragt man diese Werthe SR, als 
Ordinaten zu den entsprechenden 
w auf und verbindet die Endpunkte durch eine Linie, so schliesst 
diese mit den Coordinaten die sogenannte Momentenflache ein. 
Im vorliegenden Fall wird die Verbindungslinie der Endpunkte dar- 
gestellt durch die Qerade CJ5, und ACS ist die Momentenflache. 
Das grOsste Moment liegt daher an der Einspannungsstelle; es 
betragt : 

Beispiel: Fnr einen Holzbalken yon rechteckigem Qnerschnitte sei 
i= 2m = 200 cm J (i=12, /j = 24cm; fur Holz ist wegen der Spannungen an 
der Elasticitatsgrenze, der fiir Zng bei 250, far Druck bei ITO^t liegt, die 
letztere massgebend; wahlt man etwas mehr als zwe^ache Sicberheit, indem 
man als znlassige Spannnng <r= 75<^t (<: i/s • 170) einflihrt, so gilt fiir die zu- 
lassige Belastung K am freien Ende — vorerst unter Vemachlassigung des 
Eigengewichts des Balkens, vgl. S. 35 — die Gleichung 

mithin, da nach S. 24, Gl. 6, 2B = V6 • 12 • 24^ = 1152 ist, 

^== 75. 1152:200 = 432 kg. 
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Soil ein runder Schmiedeeisenstab bei 700&^ starkster Spannung 
dieselbe Last tragen, so gilt nach S. 26, GL 13, f&r seinen Halbmesser r die 
Gleichang 



r'r 



Fig. 32. 




432  200 = 700 — , woraus r = 5,4 cm . 

1st der stab oder Balken gleichm&ssig uber seine L&nge 
belastet mit p fur die L9.ngeneinheit 
(Fig. 32), und fuhrt man einen Schnitt 
im Abstand x vom Ende, so hat die 
Gesammtlast der Strecke ^ die Gr5sse 
P'iv^ sie kann als Mittelkraft im Ab- 
stand ^/2a! vom Schnitte vereinigt ge- 
dacht werden; sonjit wird 

Die Darstellung davon ist eine Parabel 
mit lothrechter Achse, die am freien 
Ende des Stabes liegt. Der Parameter ist 1 : p . 

Qreift am freien Ende des Stabes ein Kraftepaar vom Momente 
Ka (Fig. 33) an, so ist far 
jeden Schnitt des Stabes das ^^^- ^^• 

Biegungsmoment 3K = JK'- a , 
weil nach 1. Theil, 2. Aufl., S. 105 
ein Kraftepaar in Bezug auf jeden 
Punkt seiner Ebene das gleiche 
Moment hat. In diesem Fall 
ist die Momentenfl§;Che ein 
Bechteck. 

Greift das Kraftepaar K*a 
wie in Fig. 34 an, so wird fur 
einen Schnitt zwischen B und C 
das Biegungsmoment K-x nur 
von der einen der beiden KrS^fte 
K geliefert Fur einen Schnitt 
zwischen A und G aber liegen 
beide Krafte K an dem abge- 
schnittenen Stucke und bilden ein KrS^ftepaar 3)t = £'*a. Die 
Momentenfiache hat daher die unten in Fig. 34 gezeichnete Form. 




K X > 



Tk 



w« 



Pig. 31 




K 



<■ — a— 



"ki»^B 







4d. Balken anf zwei Stutzen mit einer Einzellast 
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Fig. 35. 



d) Balken anf zwei Stutzen mit einer Einzellast 

Ein Balken ruht mit seinen Enden auf 2 Stutzen, deren Ab- 
stand I sei (Sttitzweite Z, Fig. 35); er sei in den Entfernungen a 
nnd h von den Stfltzen durch ein Gewicht P belastet, wodurch an 
den Auflagern Widerstande A und B 
entstehen, die man als ^Auflagerdrficke'' 
Oder als ^Sttltzendrueke^ bezeichnet. Sie 
ergeben sich sehr einfach (nach 1. Theil, 
2. Aufl., S. 164), indem man die Mo- 
menten-Gleichung in Bezug auf B bezw. 
A aufstellt 

Es wird 

h 




•Or 







A4 



a 



A^P-;B^P-^. 



^m k(^ 



!-*flfe 



OfTa i c^Ib I 



iB 




TJnter Einwirkung der Krafte P, A 
and B muss der Balken im gebogenen 
Zustand im Gleichgewichte sein. Nach 
S. 20 vernachlassigen wir aber die Bie- 

gung bei der Aufstellung der Gleichgewichts-Bedingungen. Fflhren 
wir im Abstand x von A einen Schnitt, so mussen beide Theile 
des Balkens im Gleichgewichte sein. Welches der beiden Stucke 
wir betrachten, ist far das Ergebnis gleichgCLltig ; der Einfachheit 
wegen wahlt man meist dasjenige, an dem die wenigsten Erafte 
Torkommen, in vorliegendem Falle das linkseitige, welches in der 
Figar besonders heraasgezeichnet ist and an welchem nar der Stutzen- 
drack A als aassere Kraft wirkt. Die Kraft A verlangt eine innere 
Qaerkraft Q = J (ab warts); diese bildet mit A ein Krafkepaar; 
das Biegangsmoment SR = ^«ir, mit dem Sinne rechts heram, 
ruft ein entgegengesetzt drehendes Spannangsmoment hervor. 
In dem Balken liegen also die gezogenen Schichten unten, da 
augenscheinlich die Darchbiegang nach anten erfolgt, and die ge- 
zogenen Theile des Stabs (Balkens) stets aaf der convexen Seite 
der Biegung liegen. (Ein gasseiserner Balken unsymmetrischen 
Qaerschnitts mflsste jetzt anten liegenden Flansch haben JL.) 



Die Formel 3K = J. a? = P-j x fftr das Moment gilt nar far 
Schnitte links von der Last. Sobald der Schnitt uber die Belastangs- 
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stelle hinaas rQckt, kommt pl5tzlich die Last P links vom Schnitte 
zu liegen, wodurch sich eine Unstetigkeit in der Veranderlichkeit 
des Momentes ergiebt Far einen Schnitt rechts von der Last (im 
Abstand x^ von B) betrachtet man einfacher das StCLck rechts vom 



a 



Schnitte. Dann wird 3Sl = Bodi=^ Pjcci, Die Momente werden 

wie S. 27 fflr beide Seiten des Balkens durch Gerade dargestellt. 
Fur die Belastungsstelle selbst (.r = a ; 001 = h) ergiebt sich von 
beiden Seiten der Clbereinstimmende Worth 



1) 



a», = ^ 



als das gr5sste Moment Als MomentenflS^che erhUt man daher 
jetzt das Dreieck AiCiBi unten in Fig. 35. Zur Bestimmung 
dieses Dreiecks braucht man nur den linkseitigen Auflagerdruck 
A = P*b:l mit dem Hebelarm a zu multipliciren, um das Moment 
an der Belastungsstelle und damit den Punkt C^ der Momenten- 
flache zu erhalten. 

Liegt die Last in der Mitte, so ist a = b= ^1^1 und 

2) a»i = V4P«; 

diese Formel braucht man aber fur die Anwendung nicht ans der 
allgemeinen Gleichung 1 abzuleiten, sondern sie kann unmittelbar 
aus der Fig. 35 abgelesen werden. Der Auflagerdruck ist fur 
diesen Fall offenbar auf beiden Seiten je = V2 P» sein Abstand 
von der Last (der Balkenmitte) V^^? also SISl = A-oc^^hP-^/^l 
= y4PL 

Beispiel 1 : Es sollen die Querschiiitts-Abmessnngen eiues Holzbalkens 
bestimmt werden, der bei 3 m = 300 cm Spannweite und 75 »* zulassiger 
Spannnng eine Last yon 2000 1^? in der Mitte zn tragen hat Es muss 

d • h'- 2000 . 300 






d. h. 75 X 



Fig. 36. 



4 '--■*" '^ '^ 6 4 

also d 'h^= 12000 e^* sein. Setzt man nnn etwa noch das 
Verhaltnis h:d = 2 fest, so wird />8 = 24000, mithin 

h = 28,8 cm ; d= 14,4 cm . 

Beispiel 2 : Ein Balken, dessen Qnerschnitt in Fig. 36 
gegeben, liege auf zwei Sttitzen in 4 m Abstand. Es soil f&r 
eine stfirkste Spannnng <r=700»t die zulassige Einzellast in v-ioB--^' 

der Mitte berechnet werden. Die Mafse in Fig. 36 sind cm. ^. 

{Wtlrde man versaumen, die Spannweite von 4 m in 400 cm umzuwandeln, so 




4e. Balken auf zwei Stiitzen mit mehreren £mzellasten. 
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erhielie man die Tragf&higkeit 100 mal zn gross; dieser Fehler kommt er- 
fahnmgsmassig bei Anfangern hfinfig vor.) Das Tragheitsmoment des Qaer- 
schnittes ist in Bezag aaf die Querachse 

J=z i/n (10,6 . 24« — 9,78 . 21,88«) = 4287 ; 

© = 4287:12 = 357. 

p. 400 



Mithin 



= 700.357 Oder P= 2499 kg. 









e) Balken anf zwei Stiitzen mit mehreren Einzellasten. 

Fur mehrere Einzellasten (Fig. 37) eignet sich besonders das 
zeichnerische Verfabren, namentlich Xfa die Herleitung. 

Im 1. Theil, 2. Aufl., S. 120, wurde gezeigt, wie man die 
Mittelkraft B paralleler Kr&fte, bier der gegebenen Lasten, finden 
kann. Man setzt die Lasten P^, P^^ P^ nach beliebigem Mafsstabe 
zu einem Krafteck JM 

zusammen, wahlt einen ^^- ^^• 

beliebigen Pol O und 
zeicbnet, in einem be- 
liebigen Punkte Ai der 
linkseitigen Auflager- 
Lothrechten beginnend, 
ein Seileck AiDEFB^, 
welches die rechtsseitige 
Auflager-Lothrechte in B^ 
schneidet Durch den 
Schnittpunkt 8 der Ver- 
iSlngemngen der 9.assersten 
Seileckseiten Ai D und 

Bi F geht dann die Mittelkraft R der Lasten. Urn nun die Auf- 
lagerdrticke A und B so zu bestimmen, dass sie R das Gleich- 
gewicbt halten, hat man (nach 1. Theil, 2 Aufi., S. 122) nur zu 
^1^1, der Schlusslinie des Seilecks, einen Parallelstrahl OT 
im Erafteck zu Ziehen, dann ist T der Theilpunkt der Lasten; es 
ist TJ der Auflagerdruck A^ MT der Auflagerdruck J5. 

Will man nun fur einen beliebigen, etwa zwischen P^ und P^ 
liegenden Schnitt N das Biegungsmoment bestimmen, so hat man 
zu bedenken, dass das Biegungsmoment die Summe der Momente 
der beiden Krafte A und P^ (links vom Schnitt) in Bezug auf N 




\ 



k..-J5F™>' 
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ist. Zu diesen beiden Er&ften findet man aber leicht die Mittelkraft 
Q^ A — Pi = TK im Krafteck mit dem Sinne aufwarts. Die 
Lage wird bestimmt durch den Schnittpunkt der einschliessenden 
Seileckseiten. Die einschliessenden Polstrahlen sind O T and O K, 
die hierzu parallelen Seiten des Seilecks sind BiAi and ED^ 
welche sich in V schneiden. Nach dem Satze der Momente (1. Theil, 
2. Aafi., S. 103) kann fur die Momentensumme von A and Pi das 
Moment ihrer Mittelkraft Q gesetzt werden, d. h. es ist 

Nun ist das Dreieck UNy N^^^^O TK. Nennt man den recht- 
winkligen Abstand des Poles O von der Lastlinie JM den Pol- 
abstand H^ so gilt in den d.hnlichen Dreiecken, dass die wage- 
rechten and lothrechten Abmessungen einander yerhd.lthisgleich sind. 
Oder z:NiN2 = HiKTy mithin, wenn man NiN2=='u setzt und 
KT mit Q vertauscht: 

z:u = H:Qj oder Q*z^ H-u. 

Es kann also das Biegungsmoment W==Q'Z auch durch 

Sro =s Jff • u ersetzt werden. 

Darin ist H der Polabstand des Ej-aftecks, d. L eine beliebig 
gewUlte Kraft, u die lothrechte Ordinate des Seilecks, von der 
Schlusslinie aus gemessen, u. zw. im gleichen Massstabe, nach 
welchem die Balkenl&nge aufgetragen wurde. 

Hiernach kann das Seileck AiDEFBi als Momenten- 
fl9.che benutzt werden. Man braucht dessen Ordinaten nur mit der 
Kraft H zu multipliciren. Fflr die Anwendung empfiehlt es sich, als 
willklirliche KraftgrSsse H einen runden Worth zu wShlen. Weil nun 
die MomentenflS^che bei der 



Fig. 38. 
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Wirkung von Einzellasten ein 
Yieleck ist, so muss das uber- 
haupt gr5sste Biegungsmoment, 
das an dem Balken auftritt, 
stets an einem Eckpunkte des 
Vielecks, d. h. unter einer Last, 
vorkommen. 

Sind nur zwei Lasten Pj und Pg auf dem Balken (Pig. 38), 
so fahrt die Rechnung rascher zum Ziele, als vorstehende zeichne- 
rische Behandlnng. 



k «r- 



^sr-n 



4e. Balken aof zwei Statzen mit mehreren Einzellasten. 
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Die Aaflagerdrncke werden: 



A = 






2 "2 



j^^-Pi«i I Pi<h 



I ' I 

An der Last Pi wird dann das Biegungsmoment 

-Bj <*1 ^2 



m,=^Aa,^^^ + 



I 



an der Last Po aber 



Jedes dieser Momente besteht aus 2 von einander unabh^gigen 
Beitrd.gen, von je einer der Lasten herrtihrend, und da die Be- 
ziehuDgen fQr die Momente durch Einzellasten rein geradlinige sind, 
so muss diese Eigenschafk, die wir f&r die Momente an den Last- 
stellen gefunden haben, auch ifa jeden anderen Schnitt gelten, woven 
man sich anch leicht unmittelbar uberzengen kann. Bringt also 
irgend eine an bestimmter Stelle eines Balkens liegende Last an 
irgend einem Schnitte des Balkens ein Moment Wl' hervor, so bildet 
dieses Moment 9R ' auch die Yergr5sserang des Gesamtmoments des 
Balkens an demselben Schnitte, wenn jene Last zu anderen schon 
vorhandenen Lasten hinzutriti Dieselbe Beziehnng gilt also anch 
ffir die inneren Spannnngen. Beim Yorhandensein mehrerer Lasten 
ist die Spannang an irgend einer Stelle des Balkens die algebraische 
Summe der Spannnngen, die an der betreffenden Stelle von jeder 
einzelnen Last f&r sich allein hervorgebracht werden wtlrde. Spftter 
werden wir noch sehen, 

dass Entsprechendes Fig. 39. 

auch beztiglich der 
Form&ndemngen gilt 
Dies Verhalten wird 
die Obereinander- 

Lagernng oder 

Snmmirung der 
Wirkangen genannt. 

Beispiel: Bedentenin 
Fig. 39 die Lfingenzahlen 

Centimeter, die Kraftezahlen Kilogramme, und soil das grosste Moment nnd 
danacb die st&rkste Spannung des Balkens vom Querschnitte 20X30 cm 

Keck, Hechanik. II. ^ 



HQso 
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berechnet werdeo, so brancht man die Momente nor fiir die beiden Laststellen 
za ermitteln, da ausschliesslich an diesen das grosste Moment zn snchen ist. 



Es ist 



^ = 2000.i§? + 1500.g? = 2200^; 



JB = Pi + P2 — ^ = 3500 — 2200 = 1300 kg. 
Das Moment an der linksseitigen Last ist 

3Wj = 2200 . 100 = 220000 cmkg, 
das andere 21^2 = 1 300 • 200 = 260 000 cmkgr . 

Letzteres ist mithin das grossere. Leicht kann man die so bestimmte 
Momentenflache auch dnrch Zeichnnng finden, wenn man z. B. als Lfingen- 
mafsstab 1:50 wahlt, die Krafte im Mafsstabe 1000k8r = 2cm auftragt and 
den Polabstand £r= 2000 kg = 4 cm benatzt. Die Ordinaten des Seilecbs sind 
dann anf dem LSngenmafsstabe za messen. Das Widerstandsmoment des 
Qaerschnitts ist 

20 • 302 
^ =3000cm», mithin 

<r = 260 000 : 3000 = 8673 at . 
Uber den Einflass des Eigengewichtes s. S. 35. 

Tr9,gt ein Stab oder Balken anf zwei St&tzen zwei gleiche 
Lasten P in symmetrischer Lage, wobei 
jede Last am a von dem nachsten Aof- 
lager absteht (Fig. 40), so muss jeder 
Stutzendruck = P sein. An einer Last- 
stelle ist dann das Biegungsmoment 
33?i = P • a , und die Momentenflache 
ein Trapez; zwischen den beiden Last- 
stellen hat das Moment durchweg den 

gleichen Worth Pa, und die Lange des Stabes ist ganz ohne 
Einfiuss auf das gr5sste Moment. 

Solche Belastungsart kommt vor bei 
jeder Wagenachse. Bei der Achse eines 
Strassenfuhrwerks (Fig. 41) liefern 
die aussen liegenden B9.der die aufwarts 
gerichteten Gegendrucke, wahrend die 
Lasten Pdurch Federn auf die Achse tiber- 
tragen werden. Bei den Eisenbahn- 
wagen-Achsen(Fig.42) liegen die Achs- 
lager, welche die Lasten ubertragen, an 
den Enden, die Bader aber, welche den 
Gegendruck leisten, dazwischen; deshalb 
biegt sich solche Achse in der Mitte nach oben durch. Der Fall 





Fig. 40. 
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Fig. 41. 
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dot Fig. 40 kofflmt anch Tor bei den Quertragem eiserner ei[i- 



Fig. 42. 



gleis^r Eisenbahn-Bracken. Die 
Lasten P werden dureb die 
Scbienen fibertragen; der Qaer- 
tr&ger stQtzt sich mit seinen 
Enden anf di« beiden Haupt- 
tr^er der Bnicke. In alien 
diesen Fallen ist anznstreben, 
den Abstand a mOglichat klein 
zu macben, damit das grSsste Moment P-a klein werde. 



r 



f) Balken anf zwei Stiitzen mit gleichmSssig vertheilter Lsat. 

Fine gleiclimassig vertheilte Belastung erf^hrt jeder Balken 
scbon dnrcb sein Figengewtcbt Bei der Berecbnung wird ein 
Balken an nnd fQr sicb als gewichtlos betrachtet nnd sein Eigen- 
gewicbt wie eine iremde Last behandelt. In vielen F£Ulen ist das 
Eigengewicbt so unbedeutend gegenOber den sonstigen Lasten, dass 
«s rernacbl^igt werden darf, wie bisher gescbeben ist. 

Ist p die Belastung der LSogeneinheit, I die Spannweite 
(Fig. 43), 30 wird jeder Anflagerdruck 'hp  I; fQr eine Scbnittstelle 
im Abstand w von dem Auflager iat dann das Moment 



1) 



?=£^_ 



px-- 



_p.v{l- 



2 ^-^2 2  

Eine Fnnktion, in der das Veraoderlicha in der Form x (I — .v) 

erscheint, wird (nach 1. Theil, 2. Anfl., S. 185) dargestellt durcb 

^n Parabels^ment, welches die 



fA'ipl 



Weite I symmetrisch Oberspannt. ^"S- *''■ 

Das grSsste Moment ergiebt 
sich fQr die Mitte, x=^lil, itn 

2) «^=Sl. 

Die Farabel bat den Para- 
meter Vp- Setzt man die Ge- 
sammtlast des Balkens pl = P, 
so wird ^,^=^/sPl. Liegt 
die Last als Einzelgewicbt in der 
Mitte, so ist nacb S, 30 das grfisste Moment ^ftPl. Vertheilt 
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Fig. 44. 



man also die Last gleichm^ig uber den gan2en Tr&ger, so ver- 
mindert sich das gr5sste Moment anf die H&lfte, d. L ein Balken 
kann doppelt so viel Last tragen, wenn dieselbe gleich- 
mftssig vertheilt ist, als wenn sie in der Mitte ver-^ 
einigt w9,re. 

Solche gleicbmassige Belastnng kommt vor bei den Strassenbrtlcken mit 
nnmittelbar aofliegender Fahrbahn. Die uDgOnstigste Belastnng wird hanfig 
dorch 80g. Menschengedr&nge gebildet, wobei die ganze Brtickenbahn mit 
Menschen erftillt ist Bei Eisenbahnbrncken ist die Belastnng fireilich keine 
gleichmassig vertheilte^ weil die stark belasteten Lokomotiyrader die Brticken- 
bahn in einzelnen Pnnkten beriibren, die anch keineswegs sich in gleichen 
Abstanden befinden. Gleichwohl werden anch Eisenbahnbr&cken oft, wenigstens 
ann&hemngsweise, anf gleichmassige Belastnng berechnet Wir woUen nnn 
ermitteln, welche gleichm&ssige Last ein Brfickentrager yon 10ni = 1000em 
Spannweite bei gegebenem Qnerschnitte erfahren 
darf. Der Balken oder Tr^er bekomme eine 
Hohe =Vio der Weite, d. h. fe= lm=r lOOcm, 
nnd werde als sog. Biechtr&ger ansgebildet, da 
man so grosse Tr&ger nicht gnt mehr ans einem 
Sttlcke walzen kann. Man sucht den Querschnitt 
des Balkens der X-Form zn nahem (Fig. 45). 
Die lothrechte Wand moge 1 cm stark, 96 cm hoch 
sein. Daranf nnd darnnter legt man sog. Gnrten 
ans Flacheisen von 25 cm Breite nnd 2 cm Dicke. 
Um aber diese drei, eine X'^orm bildenden Theile 
fest mit einander zn verbinden, verwendet man sog. Winkeleisen in der Form 
der Fig. 44, welche zum Znsammennieten rechtwinklig 
an einander stossender Flatten dienen. Der Qnerschnitt 
des Mer zn verwendenden Winkeleisens ist dnrch die 
Mafise 8cm^ 8 cm xmd 1,3 cm bestimmt; bei der Bezeich- 
nnng schreibt man diese kennzeichnenden Mafse wie 
Faktoren hinter einander (L8 • 8 • l,2cm)^ womit aber 
selbstverstluidlich keine Mnltiplikation angedentet werden 
soiL Die lothrechten Schenkel der beiden Winkeleisen 
werden mit der lothrechten Wand, die wagerechten mit 
den Gnrten dnrch Niete yerbnnden. Die Niete bedingen 
Nietldcher von 2,8 cm Dnrchmesser, deren Qnerschnitt 
bei der Berechnnng des Tragheitsmomentes abgezogen 
werden mnss. Die lothrechten nnd wagerechten Niete 
fallen nicht in den gleichen Qnerschnitt; daher branchen 
wir nnr die lothrechten Locher abznziehen. Hiemach er- , , . 
giebt sich ftlr die Berechnnng des Tragheitsmomentes J der .^-^^^ 
Qnerschnitt Fig. 45. DerAnsatz machtsichyerhSltnismassig 
beqnem, wenn man die einzelnen Theile als Differenzen yon Bechtecken ansieht. 




Fig. 45. 

|*-"g5---->;; 




•-.T ^^.T tfpf^^l ■'■W^'^ . 



4g. Balken mit gleichmassiger Last and mit EinzeUasten. 
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Die Mittelwand bildet ein voiles Bechteck von 1 cm Breite, 
1^6 cm Hohe und dem TrSgheitamomente Vii . 1 . 96» == 73 728 . 

Die lothrechien Schenkel denken wir uns bis zn den Gnrteh 
reiohend nnd an einander geschoben ; von dem Bechteck von 2,4 ^^ 
Breite nnd 96 o™ Hohe denken wir uns ein solches von 80 cm H5he 
abgezogen; mithin ist der Beitrag V" • 2,* (96« — 80») = 74 547, 

Von jedem wagerechten Schenkel bleibt dann noch 8 — l,j 
— 2,1 = 4,6 cm Breite mit den Hdhen 96 bezw. 93,6 cm^ mithin ist 
der Beitrag V"-9,a(96» — 93,6»= 49611. 

Die Gnrten endlich liefem . . V« (25 — 4,4) (100» — 96») = 197 870 . 

Das gesammte Tragheitsmoment ist 395 756 * 

Das Widerstandsmoment demnach 

SB = 395 756 : 50 = 7915 cm«. 

Ist p die zulaissige Belastung aaf 1cm LUnge, <r=10Q»^ die zulassige 



Spannnng, so wird p 



1000^ 
8 



= 7915-700, mithin |) = 44; die zulSssige Ge- 



sammtiast p I einschliesslich des eigenen Gewichts ist also 44 000 ^« . 



g) Balken auf zwei St&tzen mit gleichmSssiger Belastung 

and mit Einzellasten. 

Bel dem Zusammenwirken einer Einzellast mit stetiger Be- 
lastung addiren sich die f&r jeden Einzelfall bestimmten Momente. 
Man vereinigt sie am einfachsten, indem man die MomentenMchen 
der beiden Einzelf&lle nach verschiedenen Seiten yon der Achse 
4i^i (Fig. 46) auftragt; die 
Summe beider Ordinaten, d. h. ^' ^^' 

der lothrechte Abstand der Be- 
grenzungslinien beider Mo- 
mentenfld.chen giebt dann das 
Biegnngsmoment Wl. Die Fignr 
l^st ohne Weiteres erkennen, 
dass, wenn a>b, das gr5sste 
Moment nicht aaf der Strecke 6 
liegen kann; denn von Bi bis 

nach der Stelle C der Einzellast wachsen beide Momenten-Ordinaten. 
Geht man aber C hinaus weiter nach links, so nimmt die obere 
Ordinate ab, die untere zu. Das gr5sste Moment liegt also ent- 
weder im Punkte C, oder zwischen G und der Mitte. Sind die 
Momentenfl&chen genau gezeichnet, so kann man das gr5sste Moment 




% — a?.->i 
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leicht abgreifen. AUgemein findet man es durch Beehnong in 
folgender Weise: 

Ftir irgend einen Schnitt der Strecke a (im Abstand x von A) 
ist das Moment 

1) aK = ^a?— V2i>a?2. 

Diese Fanktion erreicht einen GrOsstwerth far 
dfffl:daf = A — pw = Oy d. h. fur 

2) ^ = ^^==_. 

P 

Da nmi ^=^ + P-, so ist 

3) ^i = 2 + W' 

also £Pi > V3 2 . Setzt man den Werth der 01. 2 in 61. 1 ein, so entsteht 

A^ A^ A"^ 
^ "^ p 2p ip 

Diese Gr5sse ist aber nur gultig, so lange x^'^a^ weil rechts 
von G die Momentengleichung 1 nicht mehr gilt 

61. 4 ist also nur benutzbar fur — ^a, d. b. fur A^pa oder 

P 

^) ^ = ^-2- 

Ist die Bedingang 5 nicht erfullt, so giebt es ftlr Wl kein 
analytisches Maximum (mit einer Abgeleiteten = Null), sondern 
einen gr5ssten absoluten Werth bei x = a, nS^mlich 

Beispiel: Es sei ? = 500cm; a = 300cm; 6 = 200cm; p=l00kg; 
_p = 2kg/cm. Dann ist i)- V«^ = 500kg; P.6:Z = 40k?; also ^ = 540>f?-. 

Pah 



I 



= 40.300= 12000 cmkg. 



Kach Gl. 3 ist aj^ = 250 + ^ = 270 cm ., 

da dies <:a, so giebt es ein 

£^_5402 
2^)"' 4 



"^max = ^ = ^^ = 270« = 72 900 cmkg . 



4h. Balken tiberail gleicher Sicherheit. 
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Ist aber unter sonst gleichen Verhfiltnissen P= 1000^, so wird 
^^s=400; ul = 900kg; ^=400. 300= 120000 emkg. 

a^ = 250+^ = 450; 

da dies >> a, so findet sich das grosste Moment an der Stelle der Einzellast 
nnd betragt naeh Gl. 6: 

SWi = 300 . 200 (l + ^) = 180000««k8r. 

Dnrch Anfeeicbnen der Momentenflachen and Abgreifen mit dem Zirkel 
erkennt man ebenfalls leicht die Stelle des gr5ssten Momentes. 

Sind zwei gleiche, symmetrisch liegende Lasten P 
nebst einer gleichf&rmig ver- 



Pig. 47. 

iiiii£lMii.d^ 




theilten Last|7 vorhanden (Fig. 47), 
so liefern die Einzellasten ein 
Trapez von der H5he Pa, die 
gleichf5rmig yertheilte Last er- 
giebt eine Parabel von der Pfeil- 
h5he ^l%pP als Momentenfl^che. 
Das gr5sste Moment liegt dann 
in der Mitte and hat den Werth 

7) m^^Pa+^l^plK 

h) Balken flberall gleicher Sieherheit. 

Bei einem prismatischen Balken ist die st&rkste Spannong c 
eines Querschnitts verh9.1tnisgleich mit dem Biegnngsmomente ; ist 
letzteres also ver9.nderlich, so wird die Festigkeit nur ungleich- 
m^ssig ausgenntzt Soil die stSirkste Spannang o in s^mmtlichen 
Querschnitten des Stabes die gleiche sein, so muss das Widerstands- 
moment SB jedes Querschnitts verh9.1tnisgleich mit seinem Biegungs- 
moment Wl sein. Ist SR^ das Biegungs- 
moment an einer bestimmten Stelle (etwa 
das gr5sste), 2Bx das Widerstandsmoment 
an dieser Stelle, so muss sein: 
1) 333:8331 = aR:2»i. 

Ist der Balken eingespannt (Fig. 48) 
und am freien Ende dnrch K belastet, so ist 3)^ : SKj = ^ : ? , mithin 
muss dann f&r uberall gleiche Sicherheit 
ox 833 a? . 

2) wr~i '''"• 




Pig. 48. 
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Je nacb der Wahl der Quenichnittsform sind aber oneadlich 
viele L5sangen der Aufgabe m5glicb. Hier soil nur der recht- 
eckige und der Ereisquerschnitt behandelt werden. 

I. Bechteckiger Querschnitt. 

An beliebiger Stelle sei die Breite des Querschnitts =: u, seine 
HOhe = v; fftr ^ = Z werde u=^d 
und v = h; dann ist SB = Ve w • v^; 
8Bi ^y^d'h^, mithin nacb Gl. 2 

3) 



Fig. 49. 



u-v 



X 




^B j» 



Nun kann man aber hierfdr sehr 
verschiedene Balkenformen erhalten, 
je nacb den weiteren Forderungen, 
die man stellt; es m5gen bier drei 
solcbe F&lle besprocben werden: 

a) Bei uberall gleicber Breite w = d wird 

Trftgt man von der Mitte aus ^jiv nacb oben und nacb onten 
bin au( so ergiebt sicb ein paraboliseber Aufriss GDB (Fig. 49). 
Die Neigung der Parabel an beliebiger Stelle ist tg?) = Vs^vzei^, 

Ftir a? = Z sei fl? = a . Nacb Gl. 4 wird 

}fidx 



2v' dv 



I 



mitbin 



dx 4 vl 



tg9> 



lA 



Pflr x — l wird v = ft und daber tga =» - y . Legt man also 

in O, B und D Berubrungsgeraden an die Parabel, so bekommt 
man das Trapez CEFD, wobei EF^h — iligoL = ^I^GD. Bei 
fiberall gleicbem Querscbnitte (2 • ft ist der Bauminbalt des Balkens 
d'h-lj bei der paraboliscben Begrenzung yzd-h-l, wftbrend die 
Umscbliessungsform CEFD den Inbalt yid-h'l hat. Die para- 
boliscbe Form genfigt wobl f&r die Zug- und Druckspannungen. 
nicht aber f&r die Scbubspannungen. Denn auch an dem Ende B^ 



j-'^W^f^i, 



Vt-3* 



4h. Balken Uberall gleicher Sicherheit. 
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Fig. 50. 




wo der Querschnitt = ist, herrscht eine Qaerkraft Kj die eine 

gewisse Querschnittsfl&che verlangt. 

Daher darf man in Wirklichkeit der 

parabolischen Form am freien Ende nicht 

ganz folgen. In so fern ist die trapez- 

fdrmige Umschliessung besser als die 

Parabelgestalt. 

P) Giebt man dem Balken fiber- 
all gleiche H5he v=^h, so wird 
ans 61. 3: 

5) u:d = xilf 

d. h. der Grundriss wird nunmehr ein 
Dreieck (Fig. 50), der Bauminhalt V^d-A-Z. Diese Form ist also 
gtlnstiger als die parabolische ; ubrigens war ja von yornherein zu 
erwarten, dass es yoriheilhafter ist, 
die H5he uberall mdglichst gross zu 
halten. Auch hier darf in Wirklich- 
keit die Breite am freien Ende nicht 
ganz bis aof Null abnehmen. 

y) SoUen die Becliteck - Quer- 
schnitte einander dorchweg 9,hnlich 
bleiben, d. h. u:v = d:h^ so wird 
aus 01. 3: 

f v^rfts — ^.; ^nd 

Tr^gt man hiemach die H5hen 
und Breiten auf (Fig. 51), so erhalt 

man (vergl. 1. Theil, 2. Aufl., S. 188) als Begrenzungen im Aufiriss 
nnd Orundriss Zweige von kubischen Parabeln. 

Fftr den Aufriss gilt 



Fig. 51. 




3v^dv = 



I 



mithin 



A3 



1 dv 
und die Neigung der Tangente im Punkt C (Fig. 51) (a? = Z ; v = A) 



*&" = 67- 



42 



Erste Abtheilnng. A. Gleichgewicht elastisch-fester Edrper. 



Legt man am die kubischen Parabeln geradlinige Umschliessungs- 
formen, so wird die H5he und Breite am freien Ende ^h h bezw* yz d. 

11. Kreisf5rmiger Querschnitt. 
Der Halbmesser an beliebiger Stelle sei v, an der Einspannungs- 
stelle r, so wird nach Gl. 2: ^/Av^Jti^/Ar^jt^ osxl^ Oder v^ir^ 
= {v:L Diese Gleichung entspricht der GL 6. Die Form des 
Stabes oder Balkens wird also 
ein Umdrehungskdrper, dessen Fig. 52. 

Meridianlinie ein Zweig einer 
kubischen Parabel isi 




Diese Formen von Balken 
uberall gleicher Sicherheit gelten 
in alien Fallen, in denen das 
Biegungsmoment sich nach gerad- 
linigem Gesetz ^.ndert, also auch, 

wenn ein Balken auf zwei Stdtzen eine Einzellast tr9,gt Genugt 
dann an der Laststelle ein rechteckiger Querschnitt d^h^ und soil 
die Breite uberall gleich sein, so 
erhalt man (Fig. 52) leicht die ^- ^^• 

TJmschliessungsform , wenn man 
an beiden Auflagern die H5he 
= V^A macht. In diese lassen 
sich die Parabeln leicht ein- 
zeichnen. Die Unstetigkeit der 
Momentenfl9,che an der Belastungs- 
stelle (s. Fig. 36, S. 29) hat zur 
Folge, dass auch die Begrenzung 
der Balkenform hier Enicke zeigt. 

Bei gleich bleibender H5he wurde der Balken im Grundriss 
die Form der Fig. 63 (aus zwei Dreiecken bestehend) erhalten. 

Bei kreis^rmigem Querschnitte wurde die Umschliessungsform 
an den Auflagern ^zr als Halbmesser zeigen. Dies findet An- 
wendung bei Achsen, die durch das Gewicht eines schweren Bades 
belastet sind. 

Auch f&r gleichf5rmig belastete Balken auf zwei StMzen lassen 
sich leicht Formen gleicher Sicherheit entwickeln. Bei rechteckigem 
Querschnitte uberall gleicher Breite wird der Aufriss eine Ellipse. 
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5. Biegungslinie. 

Die Linie, nach der sich die ursprunglich gerade Achse des 
Stabes oder Balkens krummt, heisst die Biegangslioie. In Fig. 19 
(S. 19) ist O der Erummangsmittelpnnkt der Biegungslinie far die 
Stelle G derselben. GemS^ss 61. 2, S. 20 ist demnach 

,, Ee' 

der Erammnngshalbmesser an einer Stelle, anf welche sich e* 
und o* beziehen. Da E (vgl. S. 9) meist bedeutend gr5sser als o\ 
so folgt ans dieser Gleichung, dass fUr die meisten F^lle der An- 
wendung der KrQmmangsbalbmesser verhaltnismEssig gross, die 
Krummung 1 : q daher klein ansf 9,llt, was fur das Weitere von 
Wichtigkeit ist und durch folgende Beispiele erMrtet werden soil: 
Bei Stabeisen wird <J' h5chstens 1000»S mithin JE?:a' = 2000 
und Q = 2000 «' Oder fur «' = V2A, ^ = 1000 A; an alien Stellen, 
an denen o kleiner ist, wird q noch grosser. Bin I-TrSger von 
Ofi^ H5he biegt sich also nach Erflmmungshalbmessern von min- 
destens 200". Fur Holz ist a' h5chstens 100 »*, mithin e = 1200e' 
= 600 A, d. h. ebenfalls recht gross. An den Stellen, wo die 
Biegungsspannung Null, ist g = oo oder die Krammung = 0. 
Mit o'^me':J (Gl. 3, S. 22) geht Gl. 1 fiber in 

^. _Ej^ 1 _ m 

Diese Gleichung rtihrt tod Jakob Bernoulli (geb. 27. December 1654 
ZQ Basel, gest. am 16. Angnst 1705 daselbst) her; Tgl. auch S. 19 Fossnote. 

Nach den Lehren der Analytischen Geometrie ist aber 

8/2' 



b - m] 



Setzt man nun diese zwei Ausdrucke fur — einander gleich und 

9 

beachtet, dass — eine Funktion von <r ist, so ergiebt sich eine 

•/ 

Gleichung, in welcher die erste und die zweite Abgeleitete der 
Gleichung der Biegungslinie vorkommen. Eine solche Gleichung 
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heisst Differentialgleichung: sie ist in dem vorliegenden Falle meist 

nicht in geschlossener Form lOsbar. FQr die gew5hnlichen F^le 

der Anwendnng ist aber daraus eine Ann&herangsgleichung von ge- 

nfigender Oenanigkeit abznleiten. LiSisst sich die «zr-Achse so legen, 

dass sie mit der Mittellinie ^^ des nngebogenen Stabes entweder 

parallel ist, oder nor einen sehr kleinen 

Winkel (o bfldet (Fig. 54), so wird auch ^ ^^- ^' 

die Neigong der meist nur schwach ge- 

kr&nunten Biegungslinie AC gegen die 

a?-Achse, d. h. dy:dx^ durchweg nur 

Id vV 
klein sein. Daher kann man in solchen Fallen 1 + -r^l mit der 

\da:J 

Einheit vertauschen. Wflrde ?. B. der grdsste Worth von dyidx 
= 0,1 (entsprechend einem Winkel a = 6^) so wurde doch 

1 + ( ^j hdchstens 1 + 0,01 , worin man 0,01 gegen 1 vemach- 

lassigen. kann. Gl. 2 (S. 43) liefert nSLmlich nicht sehr genaue 

Werthe ftlr die Biegongslinie, weil darin z. B. der Einflass der 

Schubspannnngen nicht berticksichtigt ist; auch kennt man die 

Zahl E fur einen vorliegenden Balken meist nicht auf 1 7o genau. 

Die sehr runden Zahlen der Tabelle (S. 9) lassen schon darauf 

schliessen, dass sie nur Mittelwerthe sein k5nnen, von denen die 

wahren Zahlen zuweilen nicht unbetr^chtlich abweichen. Solch grosse 

Werthe von dyidx^ wie vorstehend angenommen, n&mlich 0,1, 

kommen aber bei guten Bautragem selten vor; man kann also un- 

1 d^v 
bedenklich - = -^-~ setzen ; dann wird 
Q dx^ 

. d^y _ m 

Diese im Jahre 1826 von Kavier, dem Begrflnder der wissen- 
schaftlichen Elasticitatslehre (geb. 1785 zu Dijon, gest. 1836 zu 
Paris), angegebene Gleichung fflhrt in den einfacheren Fallen nach 
einmaliger Integration zu dy:dx und nach nochmaliger Integration 

zu y=/(a?), der Gleichung der Biegungslinie. 

d?v 
An solchen Stellen, wo das Moment 3W = 0, ist auch -7-% = 

(wenn J>0), d. h. die Biegungslinie hat dort einen Wende- 
punkt, ihre Erdmmung ist Null. 
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Die Spannung o' ist stets endlich; solange nun die Tragerhdhe 

a' 1 
und damit auch «'>0, bleibt nach 61. 1 auch ^=-r = — endlicb; 

He Q 

demnach kann auch -r-^ nicht unendlich gross werden. Die Nei- 

gung -r^ der Biegongslinie ftndert sich daher immer stetig, nicht 

pl5tzlich, es sind in keiner Stelle der Linie zwei Tangenten mdglich^ 
die Biegnngslinie kann nirgends einen Enick haben. 



■"I 
■■'fi 
  'V. 



a) Einseitig eingespannter prisniatiseher Stab oder Balken. 

Ein prismatischer Stab oder Balken sei an der linken Seite 
unwandelbar eingespannt, a. zw., der Allgemeinheit wegen, nicht 
vollig wagerecht, sondern mit einer kleinen Neigung co abwarts 
(Fig. 55) ; der Balken sei gleichm^sig mit p fur die LS.ngeneinheit 
der Horizontalprojektion und 
am Ende durch eine Kraft K Fig. 55. 

lothrecht belastei In dem 
unteren Theile der Fig. 54 ist 
die Kurve -4J5 die Biegungs- 
linie, A X wagrecht, A Y loth- 
recht nach unten. Die Bie- 
gung sei so gering angenommen, 
dass die wagerechte L§.nge 
des Stabes auch im gebogenen 
Zustande noch ^ I gesetzt 

werden kann. Ftir einen Punkt P {x^ y) der Biegnngslinie ist das 
Biegungsmoment, wenn man das St&ck rechts von P betrachtet, 

Dann wird, wenn man in Gl. 3 alle Qlieder mit E*J^dx mol- 
tiplicirt, 

dx Z 

Integrirt man beide Seiten der Gleichong, so entsteht 




4) 



^•^5^ = 4^-T) + f(^^--^^^ + f 
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Die Int^ations-Eonstante C mass so bestimmt werden, dass ffir 
«r = auch dyidx^co wird (entsprechend der Einspannnng nnd 
indem man tg oo mit (o vertanscht). Darans folgt EJoi = C . 
Fur das NeigangsverhSLltnis tga = a am freien Ende, also fQr ^ = 2, 
ergiebt sich EJ(x. = ^hKP + ^j&pl^ + EJo>^ somit 

Mnltiplicirt man aber GL 4 mit €?<r and integrirt wiederunif 
so ergiebt sich als Gleichang der Biegangslinie 

+ EJOiX + Ci . 

Da Mr <r = aach y = sein mass, weil der Anfangspunkt 
der Eoordinaten in der Biegangslinie liegt, so wird C] = 0. Be- 
zeichnet man die Ordinate des Endpanktes B der Biegangslinie 
(fur x = T) mit /, so wird 

EJf = ^IzKl^ + Vsjp l^ + EJo) I , mithin 

^^ ^'^3EJ + SEJ + '^^' 

Aus den 61. 5 and 6 erkennen wir, dass aach bezuglich der 
Neigangen and der Ordinaten der Biegangslinie die Wirkangen der 
einzelnen Ursachen (K^ p and (o) sich anabh&ngig von einander 
sammiren, 'wie S. 33 f&r die Biegungsmomente gezeigt warde. 
(Es gilt dies aber nur, solange man bei der Aufstellung des Bie- 
gangsmomentes die Durchbiegung vernachl&ssigen darf.) 1st der 
Stab wagerecht eingespannt and nar darch K belastet (sind also 
ct> = and p = 0), so wird 



2jBJ' ^ 3EJ' 

ist er nar gleichmassig belastet (a; = and Z" = 0) , so wird 



6EJ' ' SEJ' 

1st der Stab gar nicht belastet, aber schr3,g eingespannt, so 
ist (selbstverstandlich) 2R = 0; 1:^ = and 
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Vor weiterer Anwendung der Ergebnisse mdge noch die bie- 
gende Wirknng eines Eraftepaares 3R untersucbt werden, das 
am freien Ende des wagerecht eingespannten Stabes wirkt (Fig. 56). 

ePp 



Es ist 



EJ 



dx^ 



fBl; 



Pig. 56. 



EJ^ = 3K« + C mit C 
da: 



0; 



9) 
10) 

11) 



mi 



a = 



EJ' 

EJy = V2 9Ka;2 + d (mit <?, = 0); 

/= ^^ 




2MJ' 

Urn diese Wertbe ftb: a and / wurden sicb die in 61. 5 and 
6 g^ebenen vergrOssern, wenn in Fig. 55 noch das ErSlftepaar m 
am freien Ende hinzagefugt wflrde. GL 10 bedeatet eine Pairabel 

EJ 

yom Parameter ^ als Biegungslinie fBr das Kraftepaar Fig. 56. Die 

EJ 

etwas genanere Gleichung q = -^ (S. 43) wtlrde fflr unveranderliches 

9R ein unver&nderliches ^, d. h. eine kreisfSrmige Biegungslinie 

ergeben. Die Vertauschung von — mit -r-^ hat also denselben 

Erfolg wie die Yertaaschung eines Kreises von grossem Halbmesser 
Q mit einer Parabol vom Parameter q. 

Die einzelnen Einfltisse von f , />, 9R und o) auf a and / 
stellen wir (nach A. Bitter, Technische Mechanik) wegen der 
haufigen Anwendbarkeit zusammen wie folgt: 



Einflass von 


auf a 


aof/ 


K 


KP 
2EJ 


KP 
3EJ 


P 


pl^ 
6EJ 


pl' 
8EJ 


m 


mi 

EJ 


mp 

2EJ 


w 


0) 


l(ti 
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In den auf p beztlglichen Gliedem erscheint I mit einem nm 1 hoheren 
Exponenten als in den mit K behafbeten, weil p noch keine Kraft ist, sondern 
erst darch Multiplikation mit einer LSnge zn einer Kraft wird. In dem 
Biegangsmomente war K mit einer linearen Grdsse mnltiplicirt; dorch die 
beiden Integrationen verwandelte sich diese lineare Grrdsse in eine Grdsse zweiten 
nnd dritten Grades. Darans erkl&ren sich die Exponenten von I in den Formeln. 
Diese Bemerknngen erleichtem das sicbere Einpr&gen der Tabellenwerthe S. 47. 

Beispiel : Ein Balkontr&ger rage aus einer Hanswand auf Z = 2m = 200 ^^ 
wagerecht hervor (Fig. 57). Am freien Ende befinde sicb eine Einzellast 
K= 200 ^flr, nnd ansserdem seien pl = 200 ^g gleicbm&ssig iiber die Balkenl&nge I 
vertheilt. Wie gross sind die stSrkste Spannnng tr und die Dnrchbiegnng f des 
hdlzemen Balkens vom Qaerschnitte (2= 12cm, A = 20em f^r JB?= 120000ftt? 

Das grosste Moment tritt an to 'k7 

der Wand auf und betr&gt ^^* ^"* 

501 = 200-200 + 200.100 

= 60000 cmkg; 

das Widerstandsmoment ist 

SB = V« • 12 • 20* == 800 cm«, daher 

^=60000: 800 = 75»t. 

Das Tr&gheitsmoment ist J'=SSB- 10=:8000em«, daher 

200 . 200» . 200 . 200» 




em 



f=^+ P^' 



+ 



ZEJ ' %EJ 3 . 120000 . 8000 ^ 8 • 120000 • 8000 
= 0,76cm = 1/268 der Lfinge. 

In vielen FS^Uen der Anwendimg wirken die einzelnen Ursachen 
einander entgegen (indem vielleicht K aafw9,rts, p abw9,rts gerichtet 
ist), dann hat man die einzelnen Einflusse mit theilweise entgegen- 
gesetzten Vorzeichen sinngemdss zn verbinden. 

b) Prismatischer Balkeu auf zwei StStsen. 

Tr&gt ein prismatischer Balken auf zwei St&tzen in der Mitte 
eine Einzellast (Fig. 58), so muss die Biegungslinie zu einer Loth- 
rechten dnrch die Mitte sym- 
metrisch, d. L in der Mitte ^^- ^^' 

bei C wagerecht sein. Pur 
die Spannungen und Form- 
9,nderangen ist es nun gleich- 
gultig, durch welche Mittel 
die wagerechte Bichtung bei 
C erzwungen wird — ob durch 
den Zusammenhang mit einer anderen Hftlfte, oder durch feste 




r 
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Einspannung. Daber kann man die rechtsseitige H9,lfte CB anseben 
als bei C aos einer einspannenden Wand wagerecbt am ^1^1 ber- 
vormgend nnd am freien Ende darcb eine Kraft V^P aafw9.rts 
gelbogen, in Folge ' des-sen der Pankt ^ um / bOber liegt als der 

Punkt 0. Man kann daber fQr / die Grundformel 5-=^ (S.47) an- 

wenden, nur muss man K mit V^ P^ ^ ^^^ V2 1 vertaascben. 
Dann wird ri 



12) 



^EJ 



mnj' 



Ebenso gilt f&r die Neigang a (am Ende) die Formel 



13) 



i/iP*Ul^ PP 



2EJ' 



also 



2EJ i^MJ' 

F&r Zahlenrechnangen ist es in solchen F&Uen meist beqnemer, 
die st&rkste Spannnng a einzaftthren. Fdr diese gilt nach S. 23 
and 30: 

J PI . PI a 

1 (T P 

Hiermit wird aus Gl. 12 und 13: f^--^--— 

la Jcj 6 

liberal! Verbilltnisse gleicbartiger OrOssen zu baben: 

f i 6 l\ 



Oder, nm 



14) 



15) 



f&r eine Einzellast P 
in der Tr^germitte. 



ViJEe 

1 tf^£ 
"iEe 

 » 

Einen gleicbra&ssig fiber die ganze Lftnge belasteten Balken 
(Fig. 59) kann man anseben ^ 

als bei C wagerecbt ein- 
gespannt, im Abstand ^/2l 
dnrcb eine Einzelkraft ^/2pl 
aafwSrts gebogen nnd durcb 
eine gleicbmHssige Belastang p 
abw^rts gebogen. Dann wird 
mittels ricbtiger Anwendung der Tabelle auf S. 47: 




16) 



^"* SEJ 8EJ 3ti4:EJ* 



..•;-.tv 



Keck, Hechanik. II. 
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J pl- 

Fur die starkste Spannung gilt wieder nach S. 33: <t— =^-q-; 

pP O 

setzt man also ^^ = — in die GL 1 6 und 1 7 ein, so wird 

oJ e 



a, f h G I 



fur gleichfdrmig vertheilte 
Last p. 



Beispiel: Sind die Verhaltnisse so gewUhlt, dass <r= TOQat, j& 
2 000 000 at; ?:e = 20, so wird im Palle der EinzeUast (Gl. 14 und 15): 

^ '^ .20 = 0,00175 = 006'. 



4 20 000 
f 1 7 



• 20 = 0,00058 . 



I 12 20 000 
Im Palle der gleichmassigen Belastuog ergeben die Gl. 18 und 19: 

Bei gleichen starksten Spannungen und gleicher Spannweite verhalten 
sich hiernach die Durchbiegungen in Folge gleichformiger Belastung bezw. 
einer Einzellast zu einander wie 5: 4=: 1,25:1. Die Ursache hiervon liegt 
darin, dass die MomentenflEchen in beiden Fallen gleiche Pfeilhohe haben, die 
eine aber parabolisch, die andere dreieckig gestaltet ist. Die aus dem Inhalte 
der Momentenflachen abgeleiteten Mittelwerthe der Momente sind also ^/3 
bezw. Va ^max'i verhalten sich demnach wie 4 : 3 = 1,33 : 1 . Last 2> Hst = 2P. 

Bei sehr dunnwandigen J-Tragem wird die Dnrchbiegnng wegen des 
Auftretens der Gleitung dnrch die Schubspannungen etwas grosser. 

e) Biegnng von einseitig eingespanuteu Balkeu ftberaU gleicber 

Sicherheit. 

Die Krummung der Biegungslinie ist allgemein — = -^ (S. 43, 

61. 1 ). Setzt man nnn die Querschnittshdhe an beliebiger Stelle = v , 
und ^ = V2 V , so wird, wenn jetzt die Randspannung o in alien 
Querscbnitten gleich gross sein soil, 

20) #-1 = 1. 






-•v.- ' 



>1 



5e. Biegnngdinie Yon Baiken fibendl gleicher Sicherheit. 
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a) Wird dem Baiken fiberall gleicher Sicherheit auch Qberall 
rgleiche H9he v = h gegeben, so wird nach 6L 20 auch Q fiberall 

Vh 

igleich, d. h. die Biegangslinie ein Ereisbogen vom Halbmesser ^r-^ 

{wie in dem besonderen Falle der Fig. 66, S. 47), wof&r man anch 
•ttoe Parabel setzen kann. 

Die Durchbi^ng findet man am ein&chsten, indem man in 

'Gl. 20 flir — «= — ^ setzt nnd 2 mal integrirt Bei wagerechter 

Einspannang ergicM aich dann auf ^hnliehem W^ wie S. 45 : 



■E d^y _ 1 JE dy _ai 
'2odx*~V ^» 4a? "~ A 



2o 



X 



+ Omit C=0; 
E . P 



y = -^ + C, mit Ci = 0; ^f=^ 



2A 



A' 



I 



a I , a», A 



wenn 9Ri und J| sich auf irgend einen, z. B. den Befestigaogs- 
-querschnitt, beziehen: /= c%ifT • 

Erfolgt z. B. die Biegnng durch eine am ausseren Ende wirkende 
Kraft K, so ist Wl^ = Kl und 

^') • /=^- 

Die Durch biegang ist also wegen der dreieckigen ZnschSlrfnng 
im Grundrisse (Fig. 50) V/2 mal so 
gross wie bei prismatischen Baiken 
<G1. 7, S. 46). 

fi) Ist die H5he v nach parabolischem 
Oesetze yer3.nderlich (Fig. 49), so tritt 
an Stelle der Gl. 4 S. 40 mit den Be- 
zeichnungen der Fig. 60 die folgende: 
v2 : A2 = (? — a?) : Z und Gl. 20 geht uber in 

2adx^ h ^ ^ 

Multiplicirt man mit d^ = — d(l — ai), so wird nach der ersten 
Integration 



Fig. 60. 




n 






.'■C% 
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Edy 



KT 



9^^ = — V^^^^-^' + C 
zOdo! h 

bei wagerechter Einspannung ist fftr a? = aach -^ = , daher 

21 
<?=-T-; das giebt 

i O dx 



Nochmalige Integration liefert 



4 a 

2 

wobei Cj = — -^l^, weil fur .r = auch y = ist. 

o 

y =^f Vox 00=^1 giebt sodann 

/ 4 <y ? ^ A:Z A 



22) 



/=T 



2 h:?3 



In diesem Falle wird also (wegen der nach dem Ende ab* 
nehmenden H5be) die Darcbbiegung 
doppelt so gross wie bei prismatischen 
Balken (vgl. S. 46). 

y) Eine kreisfSrmige Biegung nach 
einem Halbmesser 




Fig. 61. 



---l-a— 




Eh EJ\ EJ\ 

(vergl. S. 47) wird aach bei einem durch ein Kraftepaar Ka be- 
lasteten Balken von der Form der Fig. 61 eintreten. Set zt man 
dafQr eine Parabel vom Parameter ^, so wird die Darchbiegang 
des Endpunktes B werden 

^ 2q 2J5Ji ' 
i¥enn Jy das Tr&gheitsmoment des Einspannungs-Querschnittes. 

Ist fc = 2cm, <r=700»S ^=2 000 000 at, so wird der Krftmmmigs- 

2 000 000-2 „^„ 
halbmesser p = — oTtoo — ~ *'" "^ '" "* ' 
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Fig. C2. 




^) Prismatisnher, an dem einen Ende wa^^erecht eingespauuter, 
anderen Eude nnterstiktzter, gleichmSssig belasteter Balken* 

Der Balken rage bei A (Fig. 62) aas der einspannenden Wand 
iiervor; der Endpankt B liege genan in der Bichtungslinie der 
Verl&ngerung des eingespannten Theiles. 
Dann ist, wie wir sehen werden, der 
Auflagerdrnck B mit alleiniger HQife 
der Gleichgewichtsbedingnngen nicht za 
bestimroen, somit sind denn auch Biegungs- 
momente und Spannungen anbestimmt. Es 

liegt eine sog. statisch unbestimrote Aafgabe vor. In solchen 
Fallen Ahren nun die Ergebnisse der Biegungslebre zur L5sang. 

TTm uns von der Unbestinimtheit der Aufgabe zu Qberzeugen, 
mussen jfix uns zuerst die Wirkung der Einspannung klar machen, 
indem wir uns zun&chst bei A den oiieren Tbeil der einspannenden 
Wand fortdehken. Dann findet sich (Fig. 63) bei A nur eine unter- 
istQtzende Eante; der Balken ist ein einfacher TrSger aaf zwei 
Stutzen, biegt sich in der Mitte 
nm die Gr5sse / nacb Gl 16 Fig. 63. 

(S. 49) darch and hat an beiden 
Enden eine Neigung a nach Gl 17 
<S. 50) gegen die Wagerechte 
L^s^t man nun aber an dem 
links von^ befindlichen Balken- 
stack ein links herum drehendes Krftftepaar 9Ki wirken, welches 
sich, von NiiU beginnend, allmahlich vergrdssert, so wird dieses 
Balkenstflck mehr und mehr niedergedrtickt, und bei einer bes^timmten 
Gr6sse von 3Ri wird die Biegungslinie bei ^genau wagerecht 
sein. Man kann daraus schliessen, dass die wagerecht einspannende 
Wand ausser dem Auflagerdrnck A auch noch ein E ins pan nun gs- 
moment 3R| auf den Balken ausQbk. Fur das Gleichgewicht 
eines Balkens, an dem neben Er^ftepaaren nur lothrechfe, nicht 
schrftge Er9.fte wirken, lassea sich nicht mehr als zwei von ein- 
ander unabhftngige Gleichgewichts - Gleichungen aufstellen, da zu 
der Gleichung der wagerechtenErafte sich keine Glieder ergeben. 
Zur Bestimmung der drei Unbekannten, namlich der Auflager- 
krafte A und B sowie des Momentes SRi (Fig. 64), hat man 
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also nur zwei Gleichgewichts-Bedingnngen zor Yerffigong; die^ 

fehlende dritte Gleichung muss 

aus der Biegungslehre entnommen ^^* ^^• 

werden. Man nennt daher Anf- 

gaben der hier vorliegenden Art, 

bei welchen nur eine (statische) 

Gleichgewicbts-Bedingung feblt: 

e i n fach statisch unbestimmt. 

Die dritte Gleichung ergiebt sich 

in unserm Falle sehr einfach. 

Die Eraft B wurde den Endpunkt 

des bei A wagerecht eingespannten, unbelasteten Stabes nach S. 47 

in die H5he biegen um ^ _ y . Ware die Stfitze B nicht vor- 

handen, so wurde die Belastung den Endpunkt um J^ nach ab-^ 

warts biegen. Da in Wirklichkeit der Endpunkt B in gleicher 
H5he mit A liegt, so heben sich beide Durchbiegungen gegenseitig^ 
auf; es wird 

Bl^ ^ pl^ 

SEJ 81! J 

1) B = ^pl=-0,^7^pl; somit 

2) ^ = V8p? und m^=:p'l'^/2l — ^/spl'l^y8pP 

und zwar ist iKj nach links drehend. 

Diese Werthe gelten aber nur, wenn die an die Biegungslinie 
bei A gelegte Tangente genau durch den Punkt B geht, man hat 
dann vollkommene Einspahnung, die freilich in Wirklichkeit nie 
genau vorkommt; geringe Abweichungen von dieser Bedingung 
haben grossen Einfluss auf die Auf lagerkrafte. Weiteres siehe in 
der Elasticitatslehre. 

In einem Abstande a? von B ist das Biegungsnipment 

3) 2K = BiV -7- tV2p^^ = ^/%plx — ^jipx^. , , ! 

Ffigt man ^l%plx m\i + und — hinzu, so kann man aucb 
schreiben: 

4) ?=^/2px{l — x) — ^J^p'lx. '< ' ' 



Oder 
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Das erste Glied der rechten Seite entspricht (nach 6L 1 S. 35) 
einem anf beiden Seiten gestfitzten (nicht eingespannten) Balken; 
die entsprechende Momentenfl&che ist eine Parabel Ai Ci B^ (Fig. 64) 
von der Pfeilbdhe yspP. Das zweite Glied wird dnrch die Gerade 
A2B1 dargestellt, wenn ^i-42== ^spl^. Von den Ordinaten der 
Parabel muss man diejenigen der Geraden abziehen, am 9R zn er- 
halten. Die lotbrechte Schraffirung stellt die Momentenfl9,che dar 
und zeigt die Ver^nderlichkeit des Momentes. 

Von Bi (wo 9R =» 0) beginnend, nimmt das Moment zun&chst 
za, erreicht an der Stelle Di , wo die Parabel || der Geradeo A2 B^ 
ist, ein analytisches Maximum 3)7fl»aar9 nimmt dann wieder ab, wird 
bei JV| , wo Parabel nnd Gerade sich schneiden, zu Null, geht dann 
ins Negative fiber und erreicht den gr5ssten negativen Werth 
3Ki = — V^i^P an der Einspannungsstelle. 

B und JVsind Momentennullpunkte. Im Folgenden soUen 
bei Balken mit wecbselnder Biegung die nach unten biegenden 
Momente, wie beim Balken auf zwei Stfitzen (S. 35), als positive, 
die nach oben biegenden Momenteals negative bezeichnet werden. 

Die Punktion von der Form 9K = 5a7 — ^/^px^ erreicht, wie 
schon S. 38 gefunden (dort war A statt B gesetzt), das Maximum 

2p p 

das giebt fur B^'^/spl 

5) 3n„,a^ = -^p P und xi = -78 1 (Punkt D^ Pig. 64). 

Setzt man B^v — V2/>a?2 = 0, so erhalt man die Momentennull- 

2B 

punkte und zwar fur a? = (Punkt B^) und far .2? = = 5/4Z 

P 

(Punkt iVi). 

Es findet sich also 3Jlmax mitten zwischen den beiden Momenten- 
Nullpunkten. Einem Momente = entspricht bei einem Balken, 
dessen Querschnitt ein Tr^gheitsmoment J> hat, die Erfimmung 
= 0, und der Krummungshalbmesser ^ = 00 der Biegungslinie, 
Ni entspricht daher einem Wendepunkte N der Biegungs- 
linie. Bechts von N kehrt die Biegungslinie ihre konvexe Seite 
nach unten - — -, wie bei einem Balken auf zwei Sttltzen; links 
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von N ist die Krfimmung ' — - and damit auch das Moment ent- 
gegengesetzt^ also negativ; vgl. S. 55. 

Solche Querschnitte, an denen dei* Absolatwerth des Biegangs-^ 
moioents grosser ist als zu beiden Seiten daneben, heissen gefSLhr-^ 
liche Qaerschnitte. Hier.giebt es derefi zwei, n&mlich JD and A. 
Beide sind aber nicht in gleichem Mafse gefSbrlich; denn die Absohit- 
Werthe ihrer Momente Vi^^pP xini yspP(=s i^uspP) verhalten 
sich wie 9:16. Das absolut grdsste Moment herrscbt also an 
der Einspannungsstelle and ist dort negativ, sein Zablenwerth aber 
ebenso gross, als wenn der Balken an beiden Enden einfach gestQtzt 
wSre; das gr5sste Moment hat sich daber in Eolge der Einspannung 
nicht vermindert, sondern nur von der Mitte nach dem Ende \4 
verschoben and den Drehsinn verandert. 

Eine Verminderang des grOssteh Momentes (and damit 
auch des erforderlicben Balkenqnerscbnitts, oder aber eine Ver- 
mehrang der TragfShigkeit des vorhandenen Qaerschnitts) iSsst sich 
daher erreichen, wenn man die StQtze B am ein gewi<^es Mafs 
nach oben schiebt. Darch dieses AafwSlrtsbiegen vergrOssert man 
den Statzendrack JB; in Folge dessen wird in 9W (Gl. 3, S. 54) 
das positive Glied vergr5ssert, hierdarch das higher kleinere Moment 
^mam vorgrdssert and der absolate Worth des negativen Momentes 
SRi vermindert Man erkennt dies deatlicher, wenn man za dem 
allgemeinen Aasdracke far 3)t (01 3), der von der H5henlage des 
Panktes B noch anabhangig ist, aR = JBa? — ^/2p{v\ die Grfisse 
^l^plx mit + and — hinzulflgt, dann hat man: SK = Bx — ^j^plos 
+ ^l^plx — ^I'lpx^ Oder 

6) a» = ^i^pxii --x) — {y^pi — B)x. 

Darin bezeichnet wieder das erste Glied der rechten Seite die 
anveranderte Parabel Ax C, Bi (Fig. 64), wahrend das letzte Glied 
wiederam darch eine Gerade dargestellt wird, deren Endordinate 
AiA^ nan aber =(*/2|)Z — ^)Z, d. h. von B abhangig ist, and 
zwar bedeutet Ai A^ wiederum den absolaten Worth 3Jii des Ein- 
spannangsmomentes. Man hat also 

7) 2J?, =— (V2i>Z — JB)Z. 

Die gflnstigste Momentenflache, d. h. diejenige, in welcher das 
absolat gr5sste Moment so klein wie mQglich ist, kann man za- 
nachst zeichnerisch darch Probiren finden, indem man die Oe- 
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rade BiA^ sohmge am Bi dreht, bis die beideo lothrecht ge- 

messenen Abstftnde zwisehen der Oeraden and der Parabel, welche ^v< 

die Werihe SK^m* und 9V| darstellen, gleich geworden sind. Sine 

ganstigwre Momentenfldche ist nicht mehr denkbar, denn jede Ande- 

rang der Bichtang Yon Bi A^ warde wohl das eine der beiden Mo- 

mente yerkleinern, das andere aber YergrOssern. Hier, wie in den 

meisten derartigen Fallen, wo mehrere gefiihrliche Qaerschnitte vor- 

banden sind, kommt es also daraof an, die Momente dieser 

(^aerscbnitte aaszngleichen, wenn man den gtostigsten Zu- 

stand berbeifnbren will. Hat man die Aosgleichang zeicbneriscb 

geionden, so brancht man nar A1A2 = (^/^pl — B)l za setzen und 

bat damit B bestimmt — Der Weg der Becbnang bedingt, 

dass man das analytische Maximam von 9R, (nach S. 55) ;r— dem 

^p 

Absolutwertb von SWi, d. h. ^ Bl^ gleicbsetzt Diese quadra- 

tiscbe Gleicbung liefert die beiden LSsungen B=^pl{ — ldzV^2)y 
von denen bier nor der positive Wertb, n&mlich 

8) B = pl{-1 + 1,414) = 0,414;>Z 

in Betracht kommen kann; der negative Worth wQrde ja ;r— sehr 

gross machen. Man erh9,lt also jetzt einen urn = 0,030 p I gr5sseren 
Aaflagerdruck, als nach Gl. 1. Da nun fiir diesen Aaflagerdruck 
JB = 0,414 />Z die Momente 902«m« und SRi gleich werden, so be- 
rechnet man den Wert beider am einfachsten aus dem Absolut- 
worth von Wi^== ^/2pP — Bl = pP (0^—0,^U)^0,(mpl^. 
Dem Auflagerdrucke JB = 0,414^2 entspricht daher ein tLberhaupt 
gr5sstes Moment 

9) aR^=-2J?i = 0,080^^2, 
wahrend fttr B = yspl sich 2J?j = — i/s ;> f ^ « — 0,i25 p P ergab. 
Der Absolutwertb des grSssten p. ^^ 
Momentes ist also bei gegebener 
Balkenlange and Last im Ver- 
haltnis von 125 auf 86 vermin- 
dert, somit die Tragfahigkeit auf 
das 1 25 : 86= 1 ,45 fache gestiegen. 

Um nun diejenige Hebung / des Punktes B gegen die Einspannungs- 
stelle A zu finden, welche dieser Verbesserung entspricht, bringt 
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man an die Biegangslinie die Eraft B^O,n^pl (Fig. 65) and 
bekommt darch denselben Gedankengang, der aaf S. 54 zur Be- 
stimmung von B fBr / = fuhrte, jetzt 

•^ 6EJ 8EJ JSJ\ 3 8> 

10) /= 0,013 1^. 

IJm die verh&ltnismassige Gr5sse dieser Hebung einigermafsen 
abersehen za k5nnen, fuhren wir wieder die starkste Spannang 6 
ein/ indem wir bedenken, dass das grOsste Moment jetzt 0,086 ;>Z^ 

betragt und dieses = a — sein muss, so dass ^^=r = pr . Fuhrt 

. e J OfiSQe 

man dies in 61. 10 ein, so wird 

11) T = <^''^^||- 

Setzt man wieder, wie in anderen Beispielen (S. 50) 
(7=700; JE;= 2000000; V. = 20, 

so wird^ = 0,001 057 , d. h. rund Viooo . Eine Hebung der Stfitze B 

um Viooo der Spannweite I genugt also schon, um die Trag^igkeit 
des Balkens auf das l,45facbe zu erh5hen. Von diesem gQnstigen 
Ergebnisse wurde man gewiss mit Vortheil Gebrauch machen, wenn 
man sicher w&re, den erstrebten Zustand des Balkens genau erreichen 
und auf die Dauer erhalten zu k5nnen. Wenn man aber die Mittel 
erwSlgt, die man zu einer derartig genauen Auflagerung eines 
Balkens anwenden musste, so Qberzeugt man sich leicht, dass eine 
Balken-Anordnung, deren Spannungszustand von solchen Feinheiten 
abhangt, trotz der Moglichkeit, rechnungsmSssig sehr gilnstige Ver^ 
haltnisse zu liefern, wenig Vertrauen verdient, da durch geringe 
Abweichungen von der gewflnschten Stutzenlage eine starke Ver- 
gr5s3erung der Momente eintreten kanii, ohne dass man es wabr- 
zunebmen vermag. Dies ist ein 0belstand, der den moisten statiscb 
unbestimmten Anordnungen anhaftet. 

e) Prismatiscber, gleichformig belasteter Balken auf 

drei Stfitzen. 

Wir betrachten bier nur den Fall, dass die Zwiscben-Stutze 
gleicbe Entfernung I von den beiden Endstfitzen bat. FUr einen 
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solchen Balken (Fig. 66) kann man nur die beiden Gleichgewichts- 
gleichnngen auMellen: 

1) A + G+B=2pl Pig. 66. 
und (in Bezag auf C): Al — Bl==Q oder 

2) A = B. 

Die noch fehlende dritte Glei- 
chang muss wieder aos der Biegungslinie gesch5pfb werden; did 
Anordnung ist ein&ch statisch nnbestimmt Bel dieser dritten 
Gleichung kommt es nan wieder 
wesentlich auf die gegenseitige H5hen- 
lage der SttLtzen an. Deshalb macben 
wir gleich von Anfang an die Annabme, 
die MittelstQtze C liege um c unter der 
Verbindungsgraden der EndstQtzen, wo- 

bei dann c beliebig^O gesetzt werden 

kann. Geht man mit der Mittelstfitze 
weit genug herunter, so wird der Balken ' 
sich scbliesslicb nur auf die Enden 

sWtzen (Fig. 67), so dass A^B==pl und (7=0 wird. Schiebt 
man dagegen den Punkt C weit genug in die H5he (Fig. 68), so 
wird der Balken 

sich scbliesslicb ^^* 

von^ und JSganz 
abbeben und nur 
auf C schweben, 
e^ wird G=^2pl, 
und ^ = ^ = 
sein. Die Bie- 
gungslinie muss in 
diesen drei Fallen 
zur lothrechten 

Mittellinie symmetrisch, d. h. in der Mitte wagerecbt sein (Fig. 69), 
da bei gleichf5rmiger Belastung und gleicher Stfltzweite I kein Grund 
zur Unsymmetrie vorhanden ist. Wenn man sich nun, wie bei 
Fig. 58 (S. 48) die linke Halfte wagerecbt eingespannt denkt, so 
gleicht die rechtseitige Haifte CB in Fig. 69 der Fig. 65 (S. 57). 
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Die sS,mmtlicheQ Untersaehangei) von S. 56— 58 lassen sich daher 
hier verwerthen. Es wird mit e statt / 



Bl^ pl\ 



BEJ 8EJ' 



mithin 



3) -B = -o2>iH ^3 — = ^ und nach Gl. 1. . 

AS ^ 10 , 6JEJC 

Die Momentenflache erhSllt fQr die rechtseitige H9,Ifte dieselbe 
Form, wie in Fig. 64 (S. 54) ; die linkseitige, H^lfte ist dazu sym- 
metnsch. 9)?| wird hier das Moment fiber der Mittelsttitze, also 
nach Gl. 7 S. 56. 

5) m^^C,CQ=- — 0/2pl — B)l. 

Den NuUpunkten A^i und JVg entsprechen wieder Wendepunkte 
der Biegungslinie. Zwischen den Wendepunkten kehrt die Bie^ungs- 
linie die konvexe Seite nach oben (die Zagspannungen liegen oben), 
aosserhalb derselben ist es umgekehrt. Mitten zwisohen Bi and Ni 
liegt ein positives Maximalinoment, das nach S. 55 betrSlgt: 

2p 

ebenso zwischen Ai and N^ . 

Ffir c = sind alle Stfitzen in gleicher H5henlage, daher 
B = Vspl; SRi = — »/8^Z2 und nach Gl. 5 S. 55: 9R««r = Vmpl^. 
Eine Senkang der Mittelstutze am c vergrSssert B, vergr5ssert 
^maz und verkleinert gleichzeitig den Absolutwerth von Wi^. 

Die gtinstigste Anordnang fur den Balken wird wieder 
durch Aasgleichung der Momente 972 mar und S)?i erreicht Dies 
verlangt nach Gl. 8 (S. 57) 

7) j5 = 0,4U^^ 

was nach GL 10 and 11 (S. 58) darch 

erreicht wird. Die gr5ssten Momente stellen sich dann auf 
9) mn,ax = — aj?i = O.OSQpP, 

wahrend bei StGtzen in gleicher Flacht 2Ri = — 0,i25 p P sein 
wflrde. ' 
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SoUen endlicb die Stutzendrncke gleich gross werden, also 
^ = JB = C= V^ph so ergiebt Gl. 3 oder 4 

10) 1 = 0,0972.-^, 

Die Stfitzensenkang c ist also dann 7,48 mal so gross, wie fdr gleicho 
Biegun gsmomente. 

Beispiel: Ein Holzbalken von 22 = 10™ == lOOO cm Lange, im Qaerschnitte 
15 c™ breit nnd 16 cm hoch, werde yon drei Arbeitern getragen, welche den 
Balken in den Punkten A^ C nnd B sttttzen. Es soil die Gewichtsyertheilung 
berechnet werden fCir yerschiedene Hobenlagen der tragenden Scholtem. Der 
Balken hat 10- 0,i6- 0,i6 = 0,24cbm Inhalt. Wiegt 1 ebm 600 kg, so wird da» 
Gesammtgewicht '2pl=H4^, also p = 0,1*4 kK/em . Es ist /= V^a 15 • 16' 
= 5120 cm*; 8B = 5120:8 = 640cm»; JE7= 120000 »t, l=500«m, pZ= 72^?, 

somit wd ^ = J5=|.7? + ^^^^=27 + 14,746C; 

C=^.72-^^ = 90-29,49.c. 
8 P 

Fehlt die Mittelst&tze, so wird A = B = 12^g; die Durcbbiegang in der 
Mitte ergiebt sich dann ftir C=0.zn 

c = 90 : 29,492 = 3,06 cm . 

Halt der mittlere Arbeiter also seine Scholter um dies Mafs niedrlger 
als die beiden anderen, so bekommt er gar keine Last. In diesem Falle ist 
das grdsste Moment in der Mitte 

1/8 p (2 0* = 72 P l^ = V2 • 72 . 500 = 18 000 cmkg 

nnd die Spannung <r= 18 000 : 640 = 28,i »t. 

SoUen alle drei Schnltem gleich stark tragen, soil A = B=C=^/»' 144 

AQ 27 

= 48kjr sein, so mnss die mittlere Schalter nm c^—r-. = 1,48 cm tiefer 

14,746 

liegen als die anderen. In diesem Falle wird nach Gl. 6, bezw. 5, 3)1 „»^ 
=• —^ = 8000 , a», = - (1/2 . 72 — 48) 500 = + 6000 , d. h. m. wird jetzt 

2 • 0,144 

ebenfalls positiy, so dass ein Wendepnnkt nicht yorkommt. Die stlbrkst& 
Spannnng in diesem Zastande ist 8000: 640 = 12,6 »t. 

Die Spannnng wird am kleinsten fur ^nuu8 = -~ 3Wi, d. h. nach Gl. 8 flir 

P l^ 1 42 

c -SSL 0,018 vtt^ , oder kfirzer c = tt— = 0,i9 cm . 
' EJ ' 7,4« ' 

Dabei ist ul = J5 = 0,4i4pl = 29,8kg; 0=144 — 2 -29,8 = 84,4 1«, so dasa 
die mittlere Schalter jetzt erheblich mehr belastet ist. Das grdsste Moment 
wird 0,086 pr^ = 3096, die Spannung 3096 : 640 = 4,8 »* . - Fttr gleiche Hohen- 
lage der Schnltem, d. h. c = 0, wird A = B='11^\ C=90kg; das grosste^ 
Moment aWj = V81>^S d. h. V* bo gross wie f&r C=0, also aRj= 4.300, 
<r==7»t. — Dagegen wird A = B = nnd (7=144kg ffir c= — 27: 14,746- 
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=^ — 1,83 em , d. h. wenn die mittlere Scholter nm 1,89 cm hoher liegt als die 
andereo. Das grdsste Moment wird nnn ^i = ^/ipP — 0^ d. h. ebenso gross 
wie ftir C=0, namlich 18 000 mit <r = 28,iat. 

Die Spannong schwankt also in diesen betrachteten Fallen zwischen 4,s 
nnd 28,1 i^*. Dem entsprechen freilich, well ein biegsamer Holzbalken ange- 
nommen war, anch ziemlich betr&chtliche Hohenverschiebangen; f&r einen 
steiferen Eisentrager warden ahnliche Spannnngsonterschiede durch yiel ge- 
ringere Verschiebongen bewirkt werden. Eurze Balken anf mehr als zwei 
Sttttzen sind hiemach sehr empfindlich gegen Hohenyerschiebongen einzelner 
Stlitzpnnkte and deshalb nar mit Vorsicht za yerwenden. 

Soil eine Balkenbrficke mit zwei Offnangen gebaut werden, so 
hat man die Wahl, ob man (Fig. 70) Balken verwenden will, die 
uber beide Offnnngen durchgehen, 
Oder ob man auf dem Mittelpfeiler ^^^' ^^- 

neben oinander zwei Auf lager an- 
bringen nnd die Balken dort nnter- 
brechen will (Fig. 71). Letzterer 
Fall hat den Vorzug, statisch be- Fig. 71. 

stimmt zn sein; wenn einer der 
Pfeiler sich etwas senkt, so werden 
dadarch die BrtLckenbalken nicht 
in Spannung gerathen, vielmehr werden sie widerstandslos dem 
Pfeiler folgen. 

Mit der statisch bestimmten Aaflagerang eines Tragers aaf zwei St&tzen 
hangt aach ein Verfahren zasammen, das Gewicht eines sehr langen, aaf einem 
zweiachsigen Wagen befestigten Dampfkessels za bestimmen, ohae dass .eine 
zar Aafnahme des ganzen Wagens hinreichende Brtickenwaage yerf&gbar ist. 
Man fahrt in diesem Falle mit 

der einen Achse aaf die Waage p. -^ 

(Fig. 72) and ermittelt die Last 
A, yerfUhrt dann mit der an- 
deren Achse B in derselben 
Weise and erhalt in der Samme 



Fig. 71. 



Cji fe— gJ 



^ + J5 das Gesammtgewicht P T^^ tP O^j 

des belasteten Wagens. Fur KaJ ^^^^^^ w nn 

die Zalassigkeit dieses Ver- mmd'- '^^^mmmmm^m 

fahrens ist nar erforderlich, dass 

die Fahrbahn za beiden Seiten der Waage nicht gar zu nneben sei, damit sich 
der wagerechte Abstand der Schwerpankts-Lothrechten von " den Achsen nicht 
merklich andere. Bei der Verwendang eines dreiachsigen Wagens warde dieses 
Vorgehen nicht braachbar sein, weil es hochst anwahrscheinlich ist, dass die 
Achse, nachdem sie die Waage verlassen hat, noch dieselbe Last tragt wie bei 
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ihrer Stellang anf der Waage, da ja die Plattform der letzteren im belasteten 
Zustand stets fedemd etwas nachgiebt. 

Bei dieser Gelegenheit moge noch ein Verfabren augegeben werden, wie 
Tuan das Gewicht eines Langenmet^s von einer Eisenbahnscbiene oder einem 
gewalzten Trager bestimmen kann, wenn die vorhandene Waage zur WSgung 
des ganzen Stabes nicht ausreicbt, der Stab aber auch nicbt zerschnitten 
werden soil. Es sei I die Lange des ganzen Stabes oder Balkens. Von dem 
rechtsseitigen Ende aus messe man eine Lange = 1 in ab (Fig. 73) nnd bringe 
unter der Mitte B dieser L£mge eine schneidenartige Stntze an. In der Mitte A 
der tkbrig bleibenden Lange (Z — 1 m) werde in gleicher Weise eine Schneide A 
angebracbt. Der Schwerpunkt der ganzen Scbiene liegt dann nm V* ^t ^i^ 
Schneide B um ^/tl von der Schneide A entfernt; der Stntzendnick B wird 
daher 

j^^Pj^l^F Fig. 73. 

d. h. gleich dem gesuchteu Ge- o ' •» ki* -*-' 

wicht von einem Langenmeter der |^~ "*^ 



Schiene. Dieses Gewicht kann \ A^ C B 

man ermitteln, indem man die h ^ '\^t. i-- -»-i 

Schneide B auf die Brficke einer ^P * 

"Waage stiitzt. — Zur Erklarung 

dione noch Folgendes: Denkt man sich die Schiene bei C darchschnitten, so 
befindet sich der rechtseitige Abschnitt auf der Schneide B im (wenn auch 
unsicheren) Gleichgewichte, ebenso der lange Abschnitt auf der Scheide A • 
Yerbindet man die Theile nun an der Schnittstelle C mit einander, so treten 
in der Verbindung keine Spannkrafte auf; ebenso wenig wird dies daher in 
der ungetrennten Schiene vorkommen. Die Schneide B tragt also nur das 
abgemessene (aber nicht abgetrennte) Schienensttick von 1 ^ L&nge. (Dieses 
Beispiel gehort eigentlich nicht zur Biegungslehre, sondem in Theil 1, 2. Aufl., 
S. 164.) 

6. Knickfestigkeit 

Wird ein ursprtinglich vollig gerader und gleichmassiger Stab 
an den Enden durch Druckkr^te K belastet (Fig. 74), die genau 
in die Mittellinie des Stabes fallen, so ist nnr eine geradlinige 
Verkurzung des Stabes mOglich. Dies zeigt sich auch in Wirk- 
lichkeit, solange die LS,nge des Stabes im VerhSltnisse zur Quer- 
schnittbreite nicht erheblich ist. Bei gr5sserer Lange aber ist mit 
der Wirknng der KrSfte K eine seitliche Ausbiegung verbunden, 
die offenbar daher rtihrt, dass die vorstehend genannten Bedingungen 
der volligen Geradlinigkeit und GleichmSLssigkeit und des voll- 
kommenen Zusammenfallens der DruGkkr§,fte mit der Mittellinie des 
Stabes in aller Scharfe nicht zu erfullen sind. Bei allm^hlichem 
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Fig. 74. Kg. 75. 



Anwachsen der Krafte erfolgt schliesslich eiiie ZerstOrung darch 
gleichzeitige Zusammendruckung and Biegnng, und man nennt 
diesen Vorgaog Knickung. 

Wir nehmen an, der Stab habe sich um ein gewisses Mafa 
get^ogen und befinde sich im Gleichgewichte; seine Spannang<^n seien 
noch innerhalb der Elasticit&tsgrenze. Die beiden Erafte K sollen in 
ihrer ursprungliehen Eichtung und Lage verbliel»en sein (Fig. 75). 
Ffthrt man an irgend einer Stelle, wo die Ausbiegung gleich y islv 
einen Querschnitt durch den Stab und betrachtet das StQck unterhalb 
des Schnittes (Fig. 76), so mflssen an 
dem Schnitte innere Er9,fte auftreten, die 
der bei A angreifenden Eraft K das 
Gleichgewicht halten. Wegen der Ge- 
lingfiigigkeit der Biegung innerhalb der 
ElasticitSltsgrenze kann man den Schnitt 
als rechtwinklig zur Bichtung von K 
annehmen. Die Bichtungslinie von K 
geht um y an dem Schwerpunkte der 
Querschnittfigur vorbei. Zur Erleich- 
terung der Spannungsberechnung^jdanken 
wir uns an einem Punkte des unteren 
Stabtheils 2 mit K gleiche und parallele, 
aber einander entgegengesetzte Er§,fte so hinzugefugt, dass sie dureb 
den Schwerpunkt der Qaerschnittfigul* gehen; hierdurch wird an dem 
Gleichgewichtszustande nichts geSlndert. Die urspriinglich gegebene 
und die entgegengesetzt hinzngeiugte Eraft K bilden ein Er&ltepaar 
vom Momente K^y^ welches an der rechten, konkaven Seite eine 
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hervorbringi Die zweite hinzugefQgte 



Eraft K aber ist eine durch den Schwerpunkt des Schnittes gehende 
Druckkraft und erzeugt eine gleichm^ssig Qber die Schnittfl9.che 

vertheilte Druckspannung — . Diese vereinigt sich mit der aua 

dem Biegungsmomente hervorgehenden Druckspannung zu der an 
dem Schnitt tiberhaupt vorkommenden grSssten Druckspannung 
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Nennt man/ die sUrkste Darchbiegang. welche in der Mitte 
der Lange I auftreten muss, so wird die uberhaapt grdsste an dem 
Stabe vorkommende Spannung die Druckspannung o", deren abso- 
later Werlh 

Man konnte erwarten, dass die nnbekannte Durchbiegung / 
mit Hulfe der Qleichung der Biegungslinie zu ermitteln sein wCirde; 
doch gelingt ein derartiger Versuch nicht in befriedigender Weise, 
wie in Keck, Vortr9,ge uber Elasticit^tslehre, ansftthrlich ent* 
wickelt wird. Der Grand des Misserfolges liegt in dem Umstande, 
dass die Biegang nur eine Folge znf^lliger Abweicbnogen ist, 
deren 6r5sse nicht zahlenmSssig feststeht, sondern nur aus der 
Erfahrnng und den IJmst^nden eines bestimmten Falles ermittelt 
werden kann. 

Bei den BelasfungsMen Fig. 58 und 59, sowie (Ql. 14, S. 49 
und Gl. 18, S. 50) haben wir die Durchbiegung / eines Stabes auf 
die Form 

, I o P ^ 5 (T ?2 

•^ 12 E e 48 JB « 

gebracht, und auf ahnliche Form lasst sie sich auch in den ein- 
fachen, in der Tabelle auf S. 47 behandelten F&llen bringen ; nur 

hat die Ziffer vor — in jedem Fall ihren besonderen Werth. Daher 

kdnnen wir auch bei der jetzt vorliegenden Aufgabe mit einiger 
Berechtigung fe verhaltnisgleich mit P , also etwa 

fe=^aP setzen. 

Da bei einem nachgiebigen, wenig steifen Stoffe eine starke 
Durchbiegung eher erwartet werden darf als bei einem verhaltnis- 
m^sig starren E5rper, so ist die Ziffer a eine in erster Linie von 
dem Material abhS>ngige Yerh^ltniszahl, und zwar darf der Er- 
fahrung zufolge etwa gesetzt werden: fur Stabeisen a = 0,0001 , fur 
Gusseisen und Holz a = 0,0002 . NatHrlich sind dies nur rohe 
Miitelwerthe ; eingehendere Yersuche haben gezeigt, dass a nicht 
ausschliesslich nur von dem Stoffe, sondern auch noch, allerdings in 
nicht ganz einfacher Weise, von dem L^ngenverhaltnis abhflngt; 
doch k5nnen wir darauf in diesem Buche nicht n§.her eingehen. 

Keek, Meehanik. IT. 5 
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Hiernach wird dann aas 6L 1: 



.f» 



K 



(l + ^'l 



Da der Stab die Freiheit hat, sich nach irgend einer Bichtang 
auszabiegen, so muss man fftr vorstehende Gleichnng den ungiin- 
stigsten Fall, d. h. fur J den kleinstmOglicben Worth 
annehmen. 1st der Querschnitt z. B. ein Bechteck^ d die kleinere, 
h die grSssere Seite, so ist J=^l\2hd^ zu setzen, in Bezug auf 
die zur Eante h parallele Schwerpunktsachso. In der Bichtung der 
kleineren Seite d ist dann die Ausbiegung zu erwarten. Ftihrt man 
noch den zu J geh5rigen kleinstm5glichen Trd.gheitshalbmesser i ein, 
indem man J=^ Fi^ setzt, so wird 



2) 
3) 



r" 



0" = 






Oder auch mit w = ( 1 + a — 



\ 



JF = 



K 



n und K = 



JFO" 
n 



Der Klammerausdruck n wird fur Z = zu Bins und wftchst 

mit zunehmender StabUnge. 1st a" die zulSssige Druckspannung, 

so wflrde K:a" der bei einer Berechnung auf reine Druckfestig- 

keit erforderliche Querschnitt sein. Der Zerknickungsfaktor 

P 
n = 1 + a "2 giebt an, in welchem VerhUtnisse der Querschnitt 

wegen der Moglichkeit des Zerknickens vergr5ssert werden muss. 

Bei einem auf Enicken beanspruchten Stabe muss die Quer- 
schnittsform zweckm&ssig so gewahlt werden, dass bei gegebener 
Fl§.che F das Quadrat des kleinsten Tr^gheitshalbmessers i mog- 
lichst gross werde. Man muss den Quer- 
schnitt so anordnen, dass zwei zu einander 
rechtwinklige Symmetrieachsen gleich grosses 
TrSgheitsmoment liefem. Jede Abweichung 
von dieser Form wurde wohl in einer 
Bichtung die Steifigkeit vergrdssern, aber 
nur zum Schaden der Steifigkeit in anderer 
Bichtung. Von alien rechteckigen Quer- 
schnitten verdient also das Quadrat den 
Yorzug. Der Ereis kommt bei den naturlichen BaumstHmmen 
zur Anwendung. Bei Verwendung von Eisen wird man hohleii 



Fig. 77. 
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.'S^ 






<tnerschnittsformen (Ring, hohlem Quadrat) and gerippten Formen, 

2. B. dem Ereozquerschnitte mit gleichen BippeD (Fig. 77) den ^^ 

Yorzug geben; doch ist letzterer Qaerschnitt nicht so gftnstig, well 

«r ein yiel Ueineres J hat als obige Hohlqnerschnitte. 

Die Zerknicknngsl&nge I ist abhftngig von der Art der 
Befestigang der Stabenden und wird nur bei reibungsloser Spitzen- 
lagerang gleich.der StablSlnge selbst. Hierfiber nnd eine Beihe 
anderer Entwicklongen tiber Knickfestigkeit yergleiche man Keck, 
Vortrftge tiber Elasticit&tslehre. 1. Theil. 

Beispiele: Ftir einen Schmiedeeifienstab von 100 cm Lange, dessen Qaer- 
:schnitt ein Quadrat yon 2cm Seite, ist t^ = 2^:12, and der Zerkniclnmgs- 
faktor 

n = 1 4" 0,0001 — ^2~ •12 = 4. 

Bei 700 At zuMssiger Dmckspannong wird daher die zolassige Belastong 

JB:=22.700:4 = 700kg. 
F&r einen kreuzformigen Qaerschnitt (Fig. 77) ist nach S. 25 

Bei der Berechnong von i^ and n kann man (im Hinblick aof die Un- 
fdcherbeit des Wertbes a) wegen der Kleinbeit von d : h dieses Glied and nocb 
mebr seine bdheren Potenzen gegen 1 yemacbl&ssigen and hat dann angenahert 

* ""F~12.2d.fe~"24' *^^^ 

Fiir Schmiedeeisen und l = 20h ist n=l -\- 0,96 oder rand n = 2 
^Anfrandangen sind bei der Berechnang yon n sehr angebracht.) Ist dann 
2. B. d = 2,6cm, fc = 20, also 1 = 400 cm, so wird 

F= 2 . 2,5 . 20 — 2,62 == 93,76 qcm 
und mit <r*' = 700 ergiebt sich die zul&ssige Belastnng 

6 

Ist der Stab aus Gusseisen, so wird a doppelt so gross, daher fiir 
obigen Ereuzquerschnitt 

» = 1 + 1,92 = 2,92 , rund 3 . 

l^Hmmt man wiederum <r'' = 700, so wird 
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FUr eine hohle Gasseisensaule von dem finsser^n uad inner^ Halb- 
messer JB bezw. r ist 

J'=V4(iJ*-r*)w; ^=(JJ2 — r2)7r, , 
mithin t2 = V*(-B' + *-^), daher 

« = 1 4- 0,0008 • 4 



xnit r = 0,9JB wird dann 



»l = 1 -f- 0,00044 



U2 + r»' 
P 



E^' 



Ist dann noch / = 40 JB , so wird n = 1,7 . 

Fnr U=10cm, l==400cm und «T" = 700at wird nun JP= 59,89 qcm imd 

X= ^20^ = 245761^. 

Ein weiteres Zahlenbeispiel s. S. 82/83. 

7. Verdrehungsfestigkeit (Torsionsfestigkeit). 

a) Stab von kreisf^nnigem and kreisringfdrmigem Querscbnitte. 

Greifen an beiden Enden eines Cylinders gleiche Kr&ftepaare 
von entgegengesetztem Drehsinn an, deren Ebenen rechtwinklig znr 
Gylinderachse sind, so heben sich diese Paare am starren E5rper 
bekanntlich ohne Weiteres auf (1. Theil, 2. Aufl., S. 108); far den 
elastisch^festen Edrper gilt dies 
abeir nur unter der Voraus- ^^^* ^^* 

setzung, dass seine Widerstands- 
f3,bigkeit hinreicht nnd auch 
dann erst, nachdem eine ent- 
sprechende Formanderung statt- 
gefanden hat. Diese Form§,nde- 
rung besteht in einer Verdrehung; 
die einzelnen Quersehnittebenen 
verdrehen sich derartig gegen 
einander, das die ursprunglich 

geraden Cylinderseiten (z. B. AB) in sehr steile Schraubenlinien 
(z. B. AC) Qbergehen. (In Fig. 78 ist das linkseitige Ende des 
Cylinders festgebalten gedacht.) Die Yerdrehungen der Qaerschnitte 
gegen einander sind als Gleitungen der einzelnen Querschnittstheile 
anfzufassen, mit denen das Auftreten entsprochender Schubspannongen 
verbunden ist Versuche haben ferner gezeigt, dass Halbmesser 
eines Querschnitts auch nach der Formanderung noch geradlinig 
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sind. . Daraus folgt, dass die Gleitung in der Achse bei O (Fig. 79) 
Nail ist and verhSLltnisgleich mit dem Abstande q von O nacfa 
aossen zunimmt Da nun nach 61. 1, S. 16 

1) r-i. 

4. h. die Gleitung verh&ltnisgleich mit der Schubspannung ist, so 
muss auch die Schubspannung mit q verh9,ltnisgleich sein. Nemit 
man also die Schubspannung in den Abst^nden q 
and r von der Mitte Xp bezw. r, so ist (Shnlich ^^* '^^' 

wie iur die Biegungsspannungen 6L 1, S. 19) 

2) T^ : T == g : r . 

Nimmt man aus dem kreisfSrmigen Quer- 
schnitt einen dfmnen Ring vom Halbmeser q und 
von der Fl9,che dF heraus, so tritt an diesem 
darchweg die gleiche Schubspannung Xp in tangentialer Bichtung, 
d. h. rechtwinklig zum Halbmesser q auf; das giebt fur die Bing- 
flache dF eine gesammte innere Tangential kraft dF'Xp^ welche 
in Bezug auf die Cylinderachse ein Spannungsiuoment 

dm = Xp'dF'Q lieferi 

Dies ist das der weiteren Verdrehung entgegenwirkende Moment 
4es Binges. Summirt man Hber den ganzen Querschnitt, so ist das 
gesammte Spannungsmoment mit Bucksicht auf Gl. 2 




aR 



-7^^-^^' 



welches dem verdrehenden Kraftepaare gleich sein muss. Wir 
k5nnen daher 9)? unmittelbar als das Verdrehungsmoment bezeichnisn. 
Der Worth S^Fq^ bedeutet nach (1. Theil, 2. Aufl., S. 274) das 
polare Tragheitsmoment Jq des Querschnitts in Bezug auf 
die Aohse O des Stabes. Sonach wird 

3) l.Jo = 9». 

Diese Fonnel ist ahnlich gestaltet wie die Gl. 3, S. 22, far 
die Biegungsspannung. Nur kommt hier das polare TrSgUeits- 
moment in Frage. 

Der Winkel ??, urn den sich der eine Querschnitt gegen einen 
am I da von entfernten verdreht, heisst der VerdrehungswinkeL 
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Die Berechnung desselben folgt leicht ans Fig. 78. Die Abweichang 
der Scbraubenlinie AC von der Oeraden AB ist die der Schub- 
spannung t der ftosseren Mantelfl&che entsprechende Gleitungf 
daber wird der Verdrehungsbogen BG = yl, Weil aber aucb 
BG=r&9 so wird rd^yl oder 

V 



G r GJq 

(entsprechend Gl. 9, S. 47). 

Diese Gleichungen gelten fdr kreis- nnd kreisringfSrmige Quer- 
schnitte. Fttr Vollkreise ist (nach 1. Theil, 2. Aufl., S. 274) 
«fo = Vsy*^, womit GL 3 ubergeht in: 

T- 72^3^ = 2K. 

Fur einen Ring von den Halbmessern It and r ist 

Die Formeln 2 — 4 sind nicht nur fur den ruhenden Cylinder^ 
sondem aucb fUr den gleicbfOrmig um seine Achse sicb drehenden 
Cylinder verwendbar, weil die dieser Drebung entsprecbenden Er- 
gUnznngskrafte (Centrifugalkr&fte) in den einzelnen Tbeilen de& 
K5rpers nur (meist unbedeutende) Zugspannungen bervorrufen. 

Beispiel: Anf einer Maschinenwelle (Fig. 80) befinden sich zwei Zahn- 
rader im Abstand I = 250 ^^ von einander. Am Umfange des rechtseitigen 
vom Halbmesser = 40 c™ 

wirke eine Kraft X= 1000 kg. Fig. 80. 

Dadurch entstebt ein Dreb- 
moment SJi = 40 000 cmkg , 
welcbes dnrch ein gleiches 
widerstehendes Moment am 
anderen Zahnrade aafge- 
hoben werden moge. Die 

znlSssige Scbnbspannnng moge mit Eticksicbt auf moglicbe Unregelmassig- 
keiten der Bewegung nnr zu r = 200 »t angenommen werden, dann gilt fox den 
erforderlicben Wellenbalbmesser r 

200- V8»*^^ = 40000 Oder nind r = 5cn». 

Die elastische Verdrehnng der beiden Zabnrader gegen einander betr&gt (Gl. 4) 
mit 6^ = 0,4^—800000 fiir Stabeisen 

200 250 _ 1 
800 000 5 ""80' 
Oder in Graden 0M3'. 



fl:t 




./,^50i?« 





7 b. Yerdrehungsfestigkeit rechteckiger Stabe. 



71 



Pig. 81. 
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b) Stab von rechteckigem Uneraelmitte. 

So einfach die Drebnngsfestigkeit eines cylindrischen Stabes 
zu berechnen war, so verwickelt werden die VerhUtnisse bei St&ben 
anderer Qaerschnittform. Ein fftr diese Untersuchung wichtiges 
Ergebnis folgt aos einer Eigenschaft der Schabspannungen an einem 
wQrfelfOrmigen E5rper. Denkt man sich ans einem E5rper, der 
dnrch schiebende, parallel der Bildebene 
wirkende Er9.fte angegriffen ist, einen WQrfel 
von der Seite == 1 berausgeschnitten (Fig. 81) 
nnd nimmt an, dass an der oberen FlSlche DC 
eine wagerecht nach rechts gerichtete Schab- 
spannung r auftritt, der 9Xi AB eine gleiche 
nach links gerichtete entgegen wirkt, so 
fordert das Gleichgewicht gegen Drehnng* 
dass dieses Er&ftepaar durch ein gleiches entgegengesetztes auf- 
gehoben werde. Die ersten beiden Schubspannangen r bedingen 
also das Auftreten von Schabspannungen gleicher Gr5sse an den 
Flachen AD und BC (Fig. 82), also Satz: 

An den vier zu einer Ebene rechtwinkligen Seiten- 
flSlchen eines rechtwinkligen Parallelepipedes treten 
in den Bichtungen parallel zu jener Ebene stets gleiche 
Schabspannungen auf. 

GehOrt nun die SeitenflS.che AD etwa der freien Mantelfl3.che 
eines auf Drehung beanspruchten E^rpers an, so kann an dieser 
keine rechtwinklig zur Mantelflache ge- 
richtete Schubspannung auftreten, nnd damit 
wird auch die in AB rechtwinklig zu 
der Mantelfl9.che gerichtete Schubspannung 
NulL Hiernach miLssen an einem solchen 
EOrper die am ^usseren Rande eines Quer- 
schnitts auftretenden Schubspannungen noth- 
wendig parallel der Begrenzung des Quer- 
schnittes sein. Ist aber A BCD (Fig. 83) 
der rechteckige Querschnitt des Stabes mit den Seiten AB==h, 
BC=hj wobei A > i> , so kann an einer Eante, z. B. bei D gar 
keine Schubspannung auftreten, weil sowohl die zu AD, wie auch 
die zu CD recbtwinklige Schubspannung verschwinden muss. Es 
folgt also das auf den ersten Blick iLberraschende Ergebnis, dass 
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Fig. 83. 




die von der Achse des Stabes am weitesten entfernten Querschnitts- 
theile an den vier Ecken spannungslos ^ind. 

tTber die YerHnderliehkeit der lS.ng3 des Randes eines Qaer* 
schnittes auftretenden Schabspannangen giebt die 6r5sse der Glei- 
tnng an den verscbiedenen Stellen der 
MantelflS^che des Stabes Anskunit 
(s. C. Bach, Elasticitat und Festigkeit). 
Yersieht man die MantelfiS.che des 
Stabes mit einem Netze von Quadraten 
und beobachtet diese, nachdem die 
Verdrehung stattgefunden hat, so findet 
man, dass die Quadrate sich im All*- 
gemeinen in Bhomben verwandelt 
haben. Die Abweichung der Bhomben 
von den Quadraten kennzeichnet un- 
mittelbar die Gleitung an den ver- 
scbiedenen Stellen. Dabei best§,tigt sich zunachst, dass an den 
Kanten ABGD die Figuren quadratisch geblieben sind, Ferner 
ergiebt sich, dass die Gleitungen in denjenigen Pnnkten £J und 
G des Umfanges, welche der Achse am nS.chsten liegen, am 
starksten sind, wahrend sie in den Mittelpunkten F und H der 
kurzen Seiten zwar auch einen Gr5sstwerth erreichen^ der aber 
hinter ^.und (? zuruckbleibt. Die Spannungen sind mit (fen Glei- 
tungen verh&Itnisgleich. Sind t und r^ die Schubspannungen an 
den Punkten IS, und H^ so kann man diese den Entfernungen von 
der Achse umgekehrt proportional annehmen, d. h. 
5) Ti : T = ^ : A . 

Mngs der Seitenflache AD muss die Spannung nach einem 
stetigen Gesetze sich andern; das einfachste der hier wahrschein- 
lichep Gesetze ist das parabolische, das man durch die uber der 
Sehne A D stehende Parabel darstellen kann, wenn man die Werthe r ' 
rechtwinklig zur ihrer Richtung als Ordinaten zu ihren Angriflfs- 
punkten lauftragt. Nimmt man diese parabolische Vertheilung der 
Schubspannung uber der Mantelflache als gultig an, so wird fur 
die Spannung t' im Abstand y von der Mitte: 

2/2 : 1/4 ^2 ^(x — r') : T oder 

4y2 



6) 



r' = T 1 — 



h^ 
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Ebenso wird in einem Abstand x von der Mitte R der 
ktirzeren "Seite die Spannung 

7) x\ = Ti ( 1 -^ j , Oder wegen Gl. 5: 

^^ ^=^aI^ — w 

Von E bis und von H bis O muss die Spannung bis auf 
INull abnehmen, und es steht nichts im Wege, daf&r ein gerad- 
liniges Gesetz anzunehmen. 

Betrachtet man nun einen beliebigen Punkt P des Querschnitts 
mit den Eoordinaten a; und ^, so kann man die dort herrschende 
Spannung zerlegen in r« und t^ rechtwinklig zu x und y. Man 
kann dann mit ziemlicher Wahrscheinlichkeit annehmen, dass r« und 
Ty in g^radliniger Beziehung zu r' bezw. r/ stehen, d. h, 

9) T;^: t' = a7: V26 und 

10) ^y • ^1' = 2/ • V2 h , Oder 

11) r, = -^^h ^j und 

12) ., = 2r^,,(l-^^ 

Leicht liberzengt man sich, dass auch an keinem Punkte P im Innern 
^es Qnerschnitts die Spannung grdsser als die Randspannung r in den Ponkien 
JS and G werden kann. An der Stelle P ist nSmlich die Gesammtspannung 



Setzen wir den Werth unter dem letzten Wurzelzeichen = U^ , so ist, weil 



('-4JT 



4 62 
1 und -j^y^<:l, 



^'<-6r+ll--p-) . d.h. <:-^+l ^- + -6?-. Oder 

4a;2 , 16ar* , , , Ax^ I, Ax^ 
+ __, d.h. <cl~-^(l p-j. 
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Die Grosse anf der rechten Seite ist aber jedenfalls ^ 1 , mithin ist U 
«in echter Bruch, d. h. 

Es muss nun noch die stS^rkste Schubspannung r auf das Yer- 
drehungsmoment 9R zuruckgefuhrt werden. Dies geschieht mittels 
der Momentengleichung wie folgt: 
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An einem Fl^hentheilchen dF^dx-dy bei P wirken die 
inneren Er&fte r^*dF and Zy'dF and liefern in Bezag aaf die 
Achse O des Stabes das innere Moment (r^o! + Tyi/)dF. Daher 
gilt far das Yerdrehangsmoment 

3Jl = J'(r,a? + Tyy)dF oder 

= 2T[^SdFa^^-:^SdFx^y^ + ^JdF^ - ^/dJ^-a^v} • 

Nan ist S^F-x^^J^ das Tragheitsmoinent in Bezag aaf die 
Achse 0H\ /dJP-y^ = j^ das Tragheitsmoment far die Achse OE; 

mrd aber J'dJPy^ = jh^^^ ^'^^^ ^^^ T2 multiplicirt, so entsteht 

h i' \ \ 

daraas 73 W^* 3^^ "= To ^^ * == T -^2 • Endlich ist noch za I5sen 

SdF'X^y^ =Sdx'dy'X^y^, 
Ein wagerechter Fl9.chenstr6ifen liefert hierza den Beitrag 

• A A 

y^dy \x'^dx=^ 2y'^dy Xx'^dx = y^dyj^. 



2 



die ganze Flache also den Werth 



!■ 





Setzt man diese Werthe oben ein, so entsteht: 



iT._16Wx_^/4,_4^X_^.^(l_| 






13) 2R = o^ r-^ = Q- r j-^ = Q^T • JP- ft und ebenso 



/aft 

h 



^^^s'^'ra' "^" 



Bei einem aaf seine Drehangsfestigkeit bean- 
sprachten Stabe von rechteckigem Qaerschnitte tritt 
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die Bt&rkste Scbubapannnng t an denjenigen Pankten 
der TJmfangslinie anf, welch e der St a bach Be am 
D^chsten liegen, nilmlich in dem Abstand '/2b. Fur 
die Drebangsfestigkeit ist das anf die l&ngere Mittel- 
iinie bezogene (kleinere) Tragheitsmoment ^2 = 'A^^''*^ 
massgebend. 

Beispiele: I) Ist der Qnerschnitt ein Quadrat ron der Seite d, so wird 

2) beim Ereiso Tom DnrchmeaBer d wird 

Bei gleichem Qnerschnitt If' ist also der Ereis, bei gleicfaer Bruite 
(Dnrchmeseei =^ Qoadratseite) das Qnadrat gegen 3K widecstandsfShiger. 

Der Verdrehnn^Bwiukel d eines Stabes tod rechteckigem Qucr- 
schnitte w^e nach der im Querscbnittspankte £ (Fig. 83) heir- 
schenden Spannong r and der daraus folgenden Gleitung y = r:*/ 

^^^PTTmit "t h. mittels Ql. 14, S. 74, za -T-^^-r=rza erwarten, nach 

der Itn Pnokte H herrschenden Spannang '''1 = ^7 ^ber zn 
T^^_l 3 Wll 

In Wirklichkeit Terdrehen sicb die beiden Symmetrieacbsen des 
Querschnitts aanShernd am das arithmetische Mittel dieser beideii 
Werthe, d. h. es ist angefUbr 

Die beiden Symmetrieacbsen bleiben za einander rechtwinklig; 
die QbrigeD vom Mittelpnnkte ans gezogenen Badien verdrehen sich 
um verschiedene Winkel and treten aos der urdprunglicben Qiier- 
schnittebene heraas, so dass diese in eine krnmme FlSchc uber- 
geht Bessere Obereinstimmung mit Bauschinger's Versuchen 
(Civilingenieur 1881, S. 115 a f.) erjtiebt sieh noch, wenn man 
Vi = 0,375 (in GI. 15) mit 0,3 vertaascht, also setzt: 
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16) 



Nach Einfuhrung von 3JI = ^t-^ (61. 13) wird hieraus 
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8. Einfache Fachwerkbalken auf zwei Stiitzen. 

a) Art der Berechnnnf; der Spaunkr&fte. 

An Stelle der S. 24 and 30 behandelten Balken, die entweder 
aus einem Stucke bestanden, oder; wenn auch aus Theilen zasammen- 
gesetzt, doch einen m5glichst stetig zasammenhS.ngenden K5rper 
bildeten (S. 36), kann man auch gegliederte Stabanordnungen ver- 
wenden, zu deren Grundgedanken schon die Betrachtung der Gelenk- 
stangen-Verbindurgen (I. Theil, 2. Aufl., S. 187) geftihrt hatte; ^ 
sind dies die einfachen Fachwerke. 

Ein einfaches Fachwerk besteht meist in einer An- 
einanderreihung (Verbindung) von Gelenkstangen-Drei- 
ecken, von denen je zwei benachbarte eine Seite ge- 
meinsam baben. Wir behandeln im Folgenden nur dieses ein- 
fache Dreiecksfachwerk. 

. Wird 'ein Fachwerk auf Stutzen gelegt, deren eine nur in einer 
bestimmten (lothrechten) Richtung Widerstande leisten kann, so 
bildet es einen Fachwerkbalken oder FachwerktrSger (Fig. 84). 

Eine Siinge, welche durch zwei reibungslose Gelenke mit 
anderen verbunden ist, eriUhrt, wenn die 9.usseren Erafte nur in 
diesen Gelenkpunkten angreifen (nach 
1. Theil, 2. Aufl., S. 174), eine Spann- 
kraft, deren Richtungslinie in die Ver- 
bindungsgerade der beiden Gelenkpunkte 
fallt. 1st diese Verbindungsgerade dann 
zugleich die Mittellinie des Stabes, so 
wird letzterer nur auf reinen Zug oder 

Druck beansprucht, wobei sich die Spannung in gfinstigster Weise 
gleichmSssig uber den ganzen Stab vertheilt. Die gedrfickten Stabe 
mussen freilich auf Knickfestigkeit berecbnet werden. Bei ein^m 
Fachwerke mit reibungslosen Gelenken und mit Kraftangriflf in den 
Gelenkpunkten liegen somit die inneren Spannkrafte der Stabe nach 
Richtung und Lage fest, nur ihre GrCsse muss noch ermittelt werden. 



Fig. 84. 
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Besteht die Belastung nicht van vornherein aus Kraften, die 
^urch die Gelenkpunkte gehen, soil z. B. ein Fachwerktr§.ger eine 
Bruckenbahn tragen, die darch Menschengedrange gleichm^ssicf be- 
lastet wird, so ordnet man besondere Zwischenbalken an, welche die 
nnmittelbare Belastung 

aufnehmen und auf Ge- Fig. 85. 

lenkpunkte des Pach werks 4^ ,^ ^ jP ^ * 

nbertragen. Diese Zwi- ^laiiiiiiiiiitiijiM^ 
schenbalken, welche in 
Fig. 85 oberhalb des Fach- 
werks gezeichnet sind, 
wiewohl sie haufig nicht 

in dieser H5he liegen, werden, wenn sie auch in Wirklichkeit meist 
n^it einander in Verbindang stehen, doch fur die Becbnang stets 
als einfache, nur von Gelenkpunkt zu Gelenkpunkt durchgehende 
kleine Balkenstncke behandelt Sind diese Zwischenbalken von 
nbereinstimmender Lange A and auf die Langeneinheit mit p be- 
lastet, so erfihrt der belastete Gelenkpunkt einen Druck P = pX. 
Diese Krafte P erzeugen die Stabspannungen des Fachwerks, wobei 
die Zwischenbalken nicht mehr in Betracht kommen. 

Die Gelenkpunkte heissen auch Knotenpunkte oder Knoten 
des Fachwerks. In solchen Knoten mtlssen auch die Widerstande A 
und B der Auflager angreifen, damit die Stabe keine Biegungs- 
moinente erleiden. (Eine derartige Anbringung der Auflager an 
den aussersten Enden, wie in Fig. 85, erscheint dem AnilLnger 
wohl zuweilen nicht genQgend sicher; jedoch ist zu bemerken, dass 
die hier benutzten Figuren nur das Netz der Mittellinien des Fach- 
werks geben; bei der kCrperlichen Ausbildung des Balkens wird 
derartig verfahren, dass zu Bedenken dieser Art kein Grund mehr 
vorliegt, dass aber die Auflagerkrafte dennoch durch die Endknoten 
gehen.) 

Die Stabe, welche das Fachwerk oben und unten begrenzen, 
heissen seine Streckbalken oder Gurten (Obergurt bezw. Untergurt) 
mit den Spannkraften O m\A V, die dazwischen angebrachten Stabe 
allgemein Wandglieder (weil sie eine voUe Blechwand zwischen 
den Gurten ersetzen); lothrechte Wandglieder heissen St an der, 
(Pfosten, Vertikalen) mit den Spannkraften F, schrag gerichtete 
Wandglieder werden Streben oder Diagonalen genannt mit den, 
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SpaDnkr9.ften D. £s ist rathsam, diese Er&fte in der Fignr als 
Zugkr9.fte einzafQhren. Liefert dann die Rechnang positive 
Werthe f&r diese Erftfte, so treten in Wirklichkeit Zagkr&fte auf; 
liefert sie negative Werthe, so bedentet dies DruckkrEfte. 

Die Berechnnng der AnflagerdrQcke A and B geschieht ganz 
so wie bei voUen Balken anf zwei Stdtzen mittels der Momenten- 
gleichangen, da nach S. 4 auch fQr beliebige 
steif verbundene K6rpergruppen die Gleich- pjg gg 

gewichtsbedingungen starrer EOrper Gultig- . 

keit haben. . t 

Zar Auffindung der einzelnen Stabkr&fte 
zerlegt man dnrch einen Schnitt da^ Fachwerk 

in zwei Theile, bringt an den Schnittstellen ^„ ^ 

der St&be die Spannkr9.fte derselben als 9.assere 
Er&fte an und stellt ftlr einen der beiden 
Theile, z. B. ffir den linkseitigen (Fig. 86), die Gleichgewichts- 
bedingungen auf. Bei ErSlften in der Ebene kann man drei von 
einander unabhS.ngige Oleichungen anschreiben, kann also f&r einen 
Schnitt auch drei Spannkr9.fte, die nicht durch einen Pankt gehen, 
daraas berechnen. Bei dem einfachen Dreiecks-Fachwerke kann man 
s^Lmmtliche St&be durch Schnitte treffen, die im Oanzen nicht mehr 
als drei St&be von nnbekannter Spannung dnrchschneiden, so dass 
deren SpannkrHfte statisch .bestimmbar sind. 

Bei der Anwendung der drei Gleichgewichts-Bedingungen in 
der ursprQnglichen Form (Gleichang der wagerechten Er9.ft;e, 
Gleichnng der lothrechten Er§,fte, Gleichang der Momente for 
irgend einen Punkt) auf einen Fall, wie er z. B. in Fig. 86 vorliegt, 
wilrden in jeder der drei Gleichangen die drei Unbekannten O, D 
and TJ vorkommen. Zweckm^ssig ist es, wie aach schon in anderen 
Fallen (1. Theil, 2. Aufl., S. 162) geschehen, die Bechnang so ein- 
zarichten, dass man flir jede Unbekannte nar eine Gleichang be- 
kommt Dies wird in solchen Fallen, wo O, D and U verschiedene 
Bichtangen haben, erreicht, wenn man nur Momentengleichangen 
anschreibt and zam Drehpankte jedes Mai den Schnittpankt der- 
jenigen beiden St&be wahlt, deren Spannkraft vorlSlafig nicht ver- 
langt wird. Dies ist der Grandgedanke des Yerfahrens von 
A. Bitter (Zeitschrift des Architekten- and Ingeniear-Vereins za 
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Hannover 1861, S.412). Zur Berechnung der Spannkraft O (Pig. 86) 
stellt man filr die am linkseitigen Trftgerstncke wirkenden Krafte 
die Momentengleichnng in Bezug aiif den Schnittpunkt K von D 
nnd U auf; dann kommen D and U in dieser Gleichung nicht 
vor, weil sie beide das Moment Nail haben, and man hat fur O 
eine einzige Gleichang ersten Grades. 

VoUig reine FachwerkstrSger, d. h. solche, welche niir an den Knoten- 
pnnkten belastet sind, giebt es eigentlich nicht, weil stets noch das Eigen- 
gewicht der Stabe als gleichformig vertheilte Last anf aUe wagerecht oder 
schrag liegenden Stabe biegend einwirkt. Doch sind diese Biegungsspannungen 
meist so gering, dass sie vemachlassigt werden konnen. Man berUcksichtigt 
das Eigengewicht der Stabe dadnrch, dass man dasselbe je zur HElfte auf ihre 
Enden iibertragen denkt, nnd kann dann Brlicken und Dachtrager als reine 
Fachwerke behandeln. 

b) DachtrSger, 

aach Dachbinder- oder Dachstahle genannt. Die Dachdeckang 
(Dachhaat) wird darch ihr Eigengewicht, sowie darch Schnee- and 
Winddrack belastet, die alle als gleichfOrmig vertheilte Lasten 
wirken. Damit nan die Dacbtr3.ger nar in den Enotenpankten be- 
lastet werden, legt man dber die Knotenpankte QaertrSger, so- 
genannte Pfetten (ahnlich den Zwischentragern in Pig. 86), und 
diese Pfetten nehmen die Dachlast entweder unmittelbar aaf oder 
darch Yermittlung sogenannter Sparren, so dass die moisten 
Dachtrager als reine Dreiecksfachwerke zu berechnen sind. 

Beispiel I: Berechnung der Spannkrafte eines belgischen 
Dachtragers von 16m Spannweite. Die Anordnung des Tragers zeigt 
Fig. 87 a. Im Grundrisse (Fig. 87 b) mogen die Trager A^Bi und A2B2 urn 
AiA2 = 4:^ von einander abstehen. Die Spannweite werde durch Pfetten, 
die nber den Enotenpunkten des Obergurts liegen, in acht gleiche Theile von 
2 m getheilt. Da die gleichmS.ssige Belastung des Grundrisses der Dachflache 
sich gleichmassig tiber die Pfetten vertheilt, und da die Pfetten fur die Be- 
rechnung als Einzeltrager (nur von Dachtrager zu Dachtrager reichend) an- 
gesehen werden, so erkennt man leicht, dass ein beliebiger Knoten G des 
Obergurts die Last zu tragen hat, welche auf das im Grundrisse punktirte 
Rechteck von 2mX4ni = 8«im entMlt. Rechnet man als Gesammtlast (ein- 
schliesslich Schnee- und Winddruck) 180 kg fur 1 qm Grundflache, so ergiebt 
sich als Last jedes Knotens des Obergurts P= 180 -8 = 1440 kg. Die halb 
so grosse Belastung, welche auf die Endpunkte A und B kommt, beeinflusst 
wohl den Druck auf die stiitzenden Wande, bringt aber, weil sie unmittelbar 
auf die Stutzpunkte ubertragen wird, in den Fachwerkstaben keine Spannkraft 
hervor und bleibt deshalb bei der Berechnung der Stabkrafte am besten ganz 
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ausser Betracht. Hiemach befinden sich auf dem Trager siebeu gleiche 
Lasten P in gleichen Abstaoden, so dass jeder Auf lagerdruck A = B='^/2 P 



Fig. 87. 
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wird. Es ist zweckmassig, die Enotenlast im Lanfe der Eecbnung nock all" 
gemein mit P zn bezeicbnen. Am Scblasse kann dann dafur der Zablenwertb 
1440 kg eingefiihrt werden. 

Die beiden Gurte sind dnrch Stabe, recbtwinklig znm Obergort, mit 
einander yerbnnden, deren Spannkrafte wir, wenn sie auch nicht lothrecbt 
steben, doch mit V bezeicbnen wollen. Die Spannkrafte der dazwiscben ein- 
gelegten Streben mogen J) heissen. 

Der Obergurt babe eine Neigung tg a= 0,6 gegen die Wagerecbte ; das 
giebt a = 26° 34' ; sin a = 0,447 ; cos a = 0,894 ; sec a = l,n9 ; dann ist der 
Abstand zweier Lastpnnkte, welcber wagerecbt gemessen 2^ betragt, in der 
Bichtung des Obergurts J. J57= 2 • l,ii9 = 2,238 m . 

Der Untergurt babe eine Neigung tg/?=^/6 gegen die Wagerecbte v 
dies giebt /9 = 9° 28' ; sin p = 0,i646 ; cos fi = 0,9864 ; sec /5 = 1 ,oi4 . Der Winkel 
^= J57J. JF zwiscben beiden Gurten betragt biemach 17^6' mit sin p' = 0,294 ; 

cos y = 0,9568 ; sec ^ = 1 ,046 ; tg ^ = 0,3076 . 

Hieraus bestimmt sicb EF=AE'tgy=z 2,238 • 0,3076 = 0,688 m , mitbin 

G H= 2 • 0,688 = 1 ,376 Und JK=S ' 0,688 = 2,064 . 

Ftir die Tbeile des Untergurts gilt dann: A F = A E sec y=i 2,299 • 1,046 

= 2,341 . 
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Die Ermittelnng der SpauntrSfte sol! an dem dritten Fache loa links, 

GJEH, gezeigt werden. FBhtt man einen Sohnitt durch dasBell>e. weiclier 

das Obergartstfick 

G J, die Strebe if J Viir as 

nnd das Untergnrt- 

stiick SE triflt, so 

betrachtet man das 

links vom Scbnitte 

Terbleibende Stiick 

(Fig. 88), bringt an 

den Sclinittstellen 

die als Zagkrafte 

gedacbten Spann- 

krafte 0, , B^ nnd 

U„ an nnd stent flir 

das Gleicbgewicht 

dee Unkseitigen 

Abachnittes drei "--.^ / 

Homenten- ''--/s 

Gieichnngen anf. 

Znr Berechnnng Ton U, dient der Schnittpnnkt J von 0, nnd V.. xuui 

Drehpnnkte. Dann ist JMX-^^ ^Bi^ Hebelann von U,, nnd 2War iet 
JM^sJKiMaY^^^oti  0,9558^^ l,87s™. Der w^erecbte Abstand, der Knoten- 
pnnkte .des Obei^rts beti^t.2'B, daher ist x = 6°<, wahTend die Lasten 
bei E nnd G die Hebelanne 4 bezw. 2b baben. Es ist empfehlenewerth, beim 
AafBchreiben der Momenten - Gleicfanngen eine beatimmte Reibenfolge fest- 
zasetzen, nm sich tot Anslassnngen zn bewahren. Wir acbreiben stets /.uerst 
das Moment der geenchten Spannkraft^ dann dasjenige dee AnflagerdmcliH iiud 
schliesslich diejenigen der am betracbteten Tr&gerstQcke Torbandenen Liiateu, 
n. zn. die recbtB drelienden Moniente mit positirem, die linksdreheDdeo mit 
negattTem Vorzeichon, also 

= — I7.- l,B!a + 3,eP-e — P4— P-2, 
worans man leioht • t^j = + 7,« P 

Andet; das positiTe Zeicben bedentet oine Zngkraft 

Znr Berechnnng Ton 0, dient der Sobnittpankt H von U^ nnd TJj als 
Drehpnnkt. Eb ist AH^'i AF=^^,m. Der wagerechte Abstand .c" des 
Drebpnnktes vom linkseitigen Anflager ist dann 



t;' = 4,B) 



-0,i>9et = V 



der Hebelami von 0^ aber GH^=\,3k; mithin 

= O,-l,87fl + 3,Ei' 4," — J*- V— -P-V nnd darans 
Os = — 9,«iP, also Druckkraft. 
Zur Berechnnng Ton i), dient der Pankt A ab Drehpnnkt. Fallt man 
Ton A eine Winkelrechte A N anf die Bichtnng Ton D^ , bo at A N^ J J 

Kcclc, Heeluiiil. II. 6 
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n<y. 89. 




sine. Nun ist AJ=dAE=6,in; tg s= G H: GJ^ G H: AE=\,m:2,2M 

= 0,615 , dera ein Werth sin s = 0,524 entspricht, mithin 

-4 ^= 6,714 • 0,524 = 3,517 . 

Dann wird, weil der Auflagerdruck den Hebelarm Nnll hat: 

= — Do . 3,517 -I- p. 2 4- P- 4 . 
mithin D^ = 1,to58 P , also Zugkraft . 

Zur Berechnung der Spannkraft V^ in dem Stander GH muss man einen 
Hchnitt fuhren, dor ausser diesem Stander nur noch zwei Stfibe triffb. Dieser 
Bedingung geniigt ein schrilger, etwa in der Kichtung der Streben gefiibrter 
Schnitt durch Og und U2 , wenn wir 
der Kiirze wegen die Stabe mit den 
Buchstaben ihrer Spannkrafte bezeichnen. 
Es entsteht dann ein linkseitiger Ab- 
schnitt nach Fig. 89. Als Drehpunkt 
ist wiederum A zu wahlen. V.^ hat 
den Hebelarm AG = 4,476 , und man 
hat die Momentengleichung 

= F2-4,47r, + P.2 + P-4 
und daraus ¥0 = — I yU P (Druckkraft). 

In gleicher Weise, wie hier fur die Gruppe U.^ , O3 , i>2 und F, gezeigt, 
hat man die Berechnung der iibrigen Spannkrafte der linkseitigen Halfte des 
Tragers durchzufiihren ; die Spannkrafte der rechten sind dann der linken 
symmetrisch, so lange Triigerform und Belastung symmetrisch sind. 

Fiihrt man schliesslich P= 1440kg ein, so wird £73^10944 kg; Og^ 
— 13536kff; l>,, = + 2458kg; ^2 = — 1930kg. Die Abmessungen dieser 
Stabe ergeben sich nun wie folgt: Will man 'die St&be aus Schmiedeeisen 
herstellen, so erfordert. bei 700 Ji* zuliissiger Spamiung, U^ einen Qnerschnitt 
von 10944 : 700 = 15,63 qcm . D^ einen solchen von 2458 : 700 = 3,5! qcm , dabei 
ist die Querschnittforni gleichgultig, doch sind 
noch Zuschlage fiir Nietschwiichung erforderlich. 
Bei den gedriickten Theilen aber. die auf Knick- 
festigkeit zu berechnen sind, ist auch die Lange 
und die Querschnittform von Einfluss. 

' Der Stab 0.. hat eine Liinge I = 223,8 cni . 
Es werde gebildet aus zwei ungleichschenkligen 
Winkeleisen 10 • 6,5 • 1 cm . Fig. 90 zeigt die zwei 
Winkeleisen eng zusammengestellt. Das kleinste 
/ erhalt man dann fiir die lothrechte Symmetrie- 
achse, namlich J^ = 1 89,0- . Zur bequemem Stoss- 

verbindung pflegt man aber die beiden L Eisen um luindestens 1,5 cm aus- 
einanderzuriicken ; dann wird fiir die lothrechte Mittellinie 



Fig. 90. 
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Es ist nun noch zu untersuchen, ob nicht for die wagerechte Schwer- 
punktsachse ein noch kleineres J sich ergiebt. Hierzu kaan Fig. 90 nnmittel- 
bar benutzt werden, da das Auseinanderracken anf dieses J keinen Einfluss 
hat. Theilt man den Qnerschnitt des einen Winkeleisens dnrch eine lothrechte 
Gerade in die beidien FlUchentheile 5,5 nnd lOqcm^ deren Schwerpunkte am 
4,&cm in lothrechtem Sinne von einander abstehen, so ist nach 1. Theil, 2. Anii., 
S. 279, Gl. 28 das Tragheitsmoment des einen Winkeleisens in Bezug auf eine 
wagerechte Schwerpnnktsachse 

J^=l5,..l' + 1.1.10»+^^-4,5^=155,e. 

Fiir beide Winkeleisen zusammen wird' daher Jj = 2 • 155,6 = 311,2; dem- 
nach ergiebt die Mittelachse das kleinste Tragheitsmoment J.^ = 283,4 , nnd 
das Qnadrat des kleinsten Tragheitshalbmessers wird daher 

«^m#n = «^2 ' F= 283,4 : 30,0 = 9,i5 , 

« I 223,8 _. 

Vin = 3,o.; -. = -^ = 74, 



({)'=' 



5476 , 

Die znlassige Drackbelastung des Stabes in der LangsrichtuDg ist daher 
nach Gl. 2, S. 66 

H-- F<F 31,0-700 _,,„„. 

I' + 'i^l '+10000 

Gegentiber einer wirklichen Druckkraft von 13536 ^f? ist also genugende 
Sicherheit vorhanden. Ein Znschlag fiir Nietschwachung ist nicht erforderlich. 

Der Stander F2 von 137,6 cm Lange werde in ahnlicher Weise aus ^zwei 
Winkeleisen 6 • 4 • 0,6 cm gebildet. Diese zwei Winkeleisen sind ebenfalls uiii 
1,6 cm auseinandergeriickt ; dann giebt hier aber die wagerechte Schwer- 
pnnktsachse das kleinste Tragheitsmoment Jo = 40,72, 2^=11,28, dahor 
kleinstes ?* = 1,9 : I : i r= 72,4 und 

^ 10 000 

Diese znlassige Druckbelastnng ist, gegennber der wirklichen Belas- 
tung mit 1930 ^t«, reichlich gross; man wird aber wegen der Nietverbindangen 
einen kleineren Qnerschnitt nicht wahlen. 

Hanfig wird man fiir O3 ebenfalls etwas grosserf' Abmessungen wahlen, 
als oben berechnet wnrde, namlich immer dann, wenn die Lange des Obergnrts 
vom Auf lager bis zum First die iibliche Lange der Walzeisenstabe nicht tiber- 
schreitet. Der kleine Mehraufwand an Eisen wird dann reichlich ausgeglichen 
dnrch die Erspamis an Stossverbindungen. In diesem Fall ist die grosste 
Obergartspannung massgebend fiir die Abmessungen seines Querschnitts und 
die^e findet sich in Oj . 
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Zur Bestimmung von 0^ und Ui sind drei Wege moglich : Entweder le<^t- 
man einen Schnitt um KnoteDpankt A, wie in Fig. 92, und kann dann 0> 
und U^ zeichnerisch wie in Fig. 9 1 b, oder zweitens dutch Anschreiben der zwei 
Projektionsgleichungen fiir lothrechte und wagerechte Krfifte ermitteln; dritten* 



Fig. 91. 




aber lasst sich auch hier das Bitter' sche Momentenverfahren anwenden: Uim 
Ui zu finden, lege man den Schnitt durch Ui , Fj und 0.^ (Fig. 93) und hat 
dann fur den Momentenpunkt E (Fig. 88) ?7j • JE7i^cos;' = J.- 2, also 

7P 

(J = = 10,65 Ps= 15 340 kg . Um 0, zu finden, lege man den Schnitt 

* 0,688 • 0,9568 

durch Oi , Fi , Di und U2 und den Momentenpunkt in den Schnitt der drei 
Stabe Fi, D^ und U^ (Fig. 91)^ so dass alle drei das Moment Null liefem^ 
Dann ist, nach Fig. 88, 0, • i;F= J.(2 + JS;Fsin a) = 3,6P. 2,307 , somit 

^ 8^ = 1 1 ,73 P = 1 6 890 kg . 

* 0,688 

Bei der obigen Berechnung der Spannkrafte war die Ermittelung dor 
Stablangen und Hebelarme die zeitraubendste Arbeit. In den meisten 
Fallen wird man diese Langen aus einer genauen Zeichnung: 
des Tragernetzes abgreifen und dadurch viel Zeit ersparen 
konnen. Es ist nicht zu empfehlen, bei derartigen Eechnungen eine weit- 
gehende ziffermassige Genauigkeit anzustreben. Denn bei der schliesslicheu 
Bestimmung der Stabquerschnitte richtet man sich nach den vorhandenen< 
Eisensorten und muss daher meist doch aufrunden. Auch kommen bei der 
Ausf&hrung ebenso leicht kleine Fehler vor, wie beim Abgreifen Ton einer 
Zeichnung. Endlich aber ist die ganze Berechnung unter Annahme eines 
Oleichgewichtszustandes doch nur eine Annaherung, mit der man die wirk- 
lichen Spannungen keineswegs genau ermitteln kann. Hatte man in den obigent 
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Fig. 92. 




iZahlenrechnungen die Hebelanne auf Decimeter abgerundet, so wiirden sich die 
Spannkrafte 03= 10800kg; 03 = — 13168kg; 2)2 = 2469kg; F2 = — 1920kg 
•ergeben haben; die Eisenstarken wiirden eine Anderung nicht za erfahren 
branchen. 

Am schnellsten ergeben sich die Spannkrafke solcher einfach geformton 
Dachtrager mittels eines rein zeichnerisch hergestellten Erafteplanes 
t(Fig. 9 lb). Bezeichnet man, wie auf S. 81 die Knotenlast mit P, so ist der 
Auflagerdruck ^ = 3,6 P. Diese 3V2 Lasten P sind dnrch TF=A dar- 
^estellt, mit den Theilen FJ=JK=KL==P und 
Jj T=^/2P. Man muss nun mit den Schnitten im 
«rsten Fache am Auflager A beginnen, indem man 
(Fig. 92) Oi und Ui durchschneidet, dann mussen A , 
•Oj und C/j im Gleichgewichte sein, also ein ge- 
schlossenes Krafteck bilden. Zieht man durcb . T 
(Fig. 91 b) eine Parallele zum Untergurtstab Ui, durch F eine Parallele 
2um Obergurtstab Oj , so schneiden sich beide in 3f ; TFM ist das ge- 
schlossene Krafteck, mithin ist FM die Grosse von Oj , JW T die Grosse von U^ , 
l>eide nach dem Mafsstabe gemessen, in welchem P=FJ ist. In dem Kraft- 
eck TFM miissen die Krafte Ubereinstimmenden Umfahrungssinn haber Da 
nun die Pfeilspitze des Auflagerdrucks A von T nach F weist, so muss 0^ 
von F nach 3f , Ui von M nach T weisen. Diesem entsprechend sind die 
Pfeile bei 0, und Ui angebracht. Ubertragt man diese Pfeilrichtungen nun 
nach Fig. 92 an die Schnittstellen, so erkennt man, dass 0^ eine Druck-, Ui eine 
^ugkraft ist. 

Nachdem so die Spannkr^fte des ersten Faches bestimmt sind, fuhrt man 
<einen weiteren Schnitt, doch so, dass nur zwei neue unbekannte Spannkrafte 
auftreten. Man legt daher den Schnitt durch den 
^oeben behandelten Stab Ui und ausserdem durch 
y, und O2 (Fig. 93). Dann mftssen die neuen unbe- 
kannten KrSfte Fj und O2 den bekannten : Ui, A^ 
P, das' Gleichgewicht halten, also mit ihnen wieder 
ein geschlossenes Krafteck bilden. Wir betrachten M 
(Fig. 9 1 b) als Anfangspunkt mit 3f r= U^ , TF= A , 
FJ=Py Ziehen von J aus eine Parallele zu Ojj, von M aus eine Parallele 
zu Fi , welche beiden sich in N schneiden. Dann ist JN=0.^^ NM = Vj . 
Der Umfahrungssinn ist: MTFJNM. Uber- 
tragt man die so bestimmten Pfeilrichtungen 
von Oo und F, an die Schnittstellen in Fig. 93, 
:8o erkennt man beide als Druckkrafte. 

Den nachsten Schnitt fuhrt man nun zweck- 
massig durch 0.^ und ausserdem durch D^ und 
XJ.j, (Pig. 94). Die bekannten Theile des jetzt zu 
benutzenden Kraftecks sind A = TF^ P=FJ^ 

02 = JN. Zwischen die Punkte N und T sind nun die neuen Krafte D^ und 
U.y einzulegen. Eine von T aus gezogene Parallele zu U^ fallt mit TM 





86 



Ei^te Abtheilung. A. Gleichgewicht elastisch-fester Korper. 



zusammen, NQWDy bestiramt daher den Pnnkt Q, und es ist NQ=^D^j 
QTss U.2\ beide erkennt man als Zogkrafbe. 

Die der Beihe nach za fohrenden Schnitte sind im Zickzack derartig 
anzuordnen, dass jeder nene Schnitt ein vorher schon untersuchtes Gnrtstnck 
nochmals trifit and ausserdem zwei nene Stabe. Hiernacb setzt sich der leicht 
verstandliche ErSfteplan (Fig. 9 lb) fort. Zn beachten ist nnr, dass U^ , U^ 
nnd U^ theilweise anf einander fallen, d. h. verscbiedene Anfangspnnkte, aber 
den gemeinsamen Endpunkt T haben. Die Dmckkrafte sind im Krafteplane 
dnrch Doppellinien hervorgeboben. 

Weiteres iiber Krafteplane fiir Fachwerk findet sich in Keck, Vortrage 
nber Graphische Statik, S. 65 a. ff. 

Bmspiel 2: Berechnung der Spannkrafte eines Wiegmann- 
schen Dachtragers*) von 16™ Spannweite (Fig. 95). Die Berechnnng der 
Spannkrafte Oj , ?7i , Fj , 0., , D^ nnd U.^ erfolgt ganz in derselben Weise wie 

Fig. 95. 




beim belgischen Dachtrager, und wenn, wie wir annehmen wollen, die Nei- 
gnngen von Oj , O.j , U^ und U^ dieselben sind wie bei jenem (Fig. 87), so werden 
bei gleichen Lasten P auch die Spannkrafte fiir die genannten Stabe dieselben 
sein. Fur die Berechnung der Stabe Fj , 0., , D.^ , Dg nnd V^ gelingt es aber 
nicht, von oben bis unten einen Schnitt so zu flihren, dass derselbe nur drei 
Stabe zerschneidet ; vielmehr ist die Zahl der vom Schnitte getroffenen Stabe 
eine grossere. Gleichwohl sind die Spannkrafte auch dieses Tragers in leichter 
Weise zu tinden; nur muss der Vorgang etwas abgeandert werden. 

Man legt zunachst einen Schnitt 8^ 8^ durch 0^ , D^ und U^ und wahlt 
den Schnittpunkt C der beiden ersteren zum Drehpunkte. Der Hebelarm 
von Z7j lasst sich leicht abgreifen oder berechnen und betragt (auf Grund 
der Bemerkung S. 85 nach Decimetern abgerundet) 3,2 m. Dann gilt: 
= — U3-3,2 + 3,5P.8-P.2 — P.4 — P.6, also U^ = 5P. 



*) Dieser Dachtrager wird in vielen, aber nur deutschen Lehrbuchem als 
^Polonceautrager" bezeichnet, obgleieh ihn der Deutsche Wiegmann 
1836 erfunden und seine Berechnung 1837 gezeigt hat. Polonceau hat, 
allerdings ohne Kenntnis hiervon, den einfachsten Fall des Wiegmann- 
tragers, also ohne die Wandglieder F^ , 7)i , B.^ und F.j der Fig. 95 und ohne 
Berechnung, zuerst gebaut 1839. Die Anordnun? (Fig. 05) wird in mancher 
deutschen Lehrbiichern als „doppelter Pohmceau" bezeichnet 
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O4 und 2)4 findet man in gleichor Weise, indem man den Schnittpunkt 
yon 2)4 und (/« bezw. von O4 niid U.^ zum Drehpunkte wahlt. 

Nun fuhrt man einen Schnitt s^s.y durch 0,, Dj, D.^ und U^. Weil f/^t 
schon berechnet ist, ireten an diesem Schnitte nun drei nnbekannte Spann- 
krafte anf. Urn beispielsweise i>2 ^^ berechnen, benutzt man den Schnittpunkt 
C Ton O3 und D^ als Drehpunkt und behandelt die schon bekannte Spann- 
kraft Ug in der Momentengleichung wie eine gegebene Kraft. Der Hebelarm 
von 1>2 wird 1,3, und es gilt: 

0= — D2 • 1,3 —U^ . 3,3 + 3,r> p. 8 - p. 4 — JP. 6 , somit 

Fiir die Berechnung von O3 dient der Schnittpunkt von By und D.^ jils 
Drehpunkt; ebenso fiir D3 der Schnittpunkt von D., und 0.. . 

An dam Schnitte .93 53 kommen die Spannkrafte O3, 2>.>, I", und C/3 vor, 
von denen jetzt nur noch V2 unbekannt ist; wahlt man A zum Drehpunkte, so 
verschwinden O3 und U^ aus der Momentengleichung, und die schon bekannte 
Spannkraft Dj wird wie eine gegebene Kraft behandelt. 

Bin schrager Schnitt durch O3, F3, D^ und U3 und die Wahl des Punktes 
C zum Drehpunkte wiirde nun auch die einzige noch feWende Spannkraft T'o 
ergeben ; jedoch erkennt man im Voraus, dass V.^ , ebenso wie V^ , gleich 
- P cos a sein muss. Ftihrt man namlich um den oberen Endpunkt von V. 
einen kreisformigen Schnitt, so trennt man dadurch das in Fig. 96 besonders 
gezeichnete Stuck aus dem Trager heraus. Dieses muss unter Einwirkung der 
Kr&fbe P, O3 , 0^ und F3 im Gleichgcwichte sein. Zerlegt man aber P nach 
der Richtung von F3 und rechtwinklig dazu in 
Pcos a bezw. Psin a , so muss in ersterer Rich- ^^* 

tung stattfinden: 

P cos a -{- V.^ = oder 

V^ -■-- — P cos a . 

(Fiir V^ gilt dieselbe Figur.) Nach diesen An- 

gaben kann es dem Leser keine Schwierigkeiten 

machen, die sammtlicheu Spannkrafbe der linken 

Halfte dcs Wiegmannschen Dachtragers zahlen- 

massig auszurechnen. — Dem Anf^nger ist 

dringend zu rathen, nach Fuhrung eines Schnittes das links davon befindliche 

Tragerstiick jedes Mai rait den daran auftretenden Khiffcen besonders aufzu- 

zeichnen, weil dadnrch die sichere Aufstellung der Momentengleichung sehr 

erleichtert wird. 

c) Ungfinstigste Belastnngsart. 

fn den vorstehend berechneten Beispielen wurde nur eine 
bestimmte Belastungsart voraosgesetzt; es wnrde angenommen, dass 
jeder Belastangspankt eine Last P trage, die aus der st^ksten 
uberbailpt vorkomnnenden Belastung der DachflSche abgeleitet ist. 
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Diese Yoraussetzung trifft ftir die zwei eben behandelten Dachtr^ger 
zu, wie S. 89/91 sich erweisen wird. Fflr anders gestaltete Pachwerke 
trifft sie aber nicht allgemein zu, vielmehr wird sich zeigen, dass 
in manchen St§.beD des Facbwerks die Entlastung gewisser Enoten- 
punkte eine YergrOsserung der SpannkrSLfte berbeiffihren kann. 

Es muss deshalb unterschieden werden zwischen der st9.ndigen 
BelastuDg, die von dem Eigengewichte des Bauwerks and aller 
damit fest verbundenen Theile berrtihrt, und der beweglichen 
Belastung, die bei Dacbtr9,gern aus dem Gewicbte einer Schneelage 
und dem Drucke des Windes, bei Briickentr9,gern aus dem Gewicbte 
der die Briickenbahn befahrenden Lokomotiven, Wagen u. dergl. 
Oder von dem Gewicbte der auf der Brucke Platz findenden 
Menschen (Menschengedr9.nge) und Thiere besteht. Beide Arteu 
von Beiastungen sollen ann9.herungsweise als gleichfOrmig rertheilt 
angesehen werden; die st9iidige Last werde mit g, die bewegliche 
Last mit p fQr die Lflngeneinheit des Tr&gers bezeichnet, so dass, 
wenn der wagerechte Abstand der Lastpunkte = X ist, die stflndige 
Knotenlast G ^ gX, die bewegliche Knotenlast P =^ pX wird. 
Die Lasten G sind stets vorbanden, die Lasten P kdnnen auch 
fehlen. Jede Knotenlast kann daher entweder nur aus G, oder 
aus G-\- P bestehen. 

Urn nun bei einem Fachwerktr^ger auf zwei EndstHtzen die 
Einwirkung beweglicher Lasten auf die an irgend einem Schnitt ss 
auftretenden Spannkr§.fte zu erkennen, denken wir uns irgend einen 
Enotenpunkt links 

bezw. rechts rom Pig. 97. 

Schnitte mit einer 
beliebigen Last P 
bezw. Pi versehen 
(Fig. 97). Diese 

beiden Lasten 
treten in den 

Momentenglei- 
chungen, die man 
etwa f&r das links 

Yom Schnitte liegende Trilgerstuck aufstellt, in verschiedener Weise 
auf: beide liefern einen Beitrag zu dem Auflagerdruck A und 
haben hierdurch mittelbar Einflnss auf die SpannkrHfte des Schnittes; 
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die linkseitige Last P gehdrt aber za den am betrachteten Tr§.ger* 
stQcke wirkenden ErSLften and erscheint als solche auch noch un- 
tnittelbar in der Monientengleicbung, w^hrend dies f&r P^ nicbt 
zutrifft Aas diesem Grunde mlissen Lasten links nnd recbts vom 
Scbnitte scbarf aoseinander gebalten werden. Die beliebigen Enoten- 
lasten P und P^ za beiden Seiten des Scbnittes seien am u and uy^ 
vom linken bezw. rechten Aaflager entfernt. Dann ist der link- 
seitige Auflagerdruck 

1^ ^=.plirJi + p,^=P_P^+^i^i 



I ' w z ' I 

Zar Berechnang der Spannkraft O im Obergurt dient der 
Pankt K des Untergartes im Abstand oc von der linkseitigen 
Aaflager -Lothrech ten als Drehpankt, and es gilt die Momenten- 
gleichang 

O = 0r -\- Ax — P{oo — n) Oder nach Gl. 1 : 



U . _ W] 



— Or^Pw — P-j x+ P^ -j-x — Px+ Pu, 



woraas sich 



Or=Pw(l-~j + Pjieiy 



ergiebt. Da nan x'S^l ist, so baben die beiden Glieder der rechten 
Seite Qbereinstimmende Vorzeichen. Za der Drackkraft — O in 
irgend einem Tbeile des Obergartes tragen also Lasten links and 
recbts vom Schnitt in abereinstimmender Weise bei. Gleiches 
findet man leicht bezaglich der Zagkraft V im Untergarte. Man 
hat daher den Satz: 

Die Drackkrafte im Obergart and die Zagkrafte 
im Untergart werden am grOssten, wenn alle Last- 
pankte m5glichst stark belastet sind. 

Ftr die Strebe D liegt der Drehpankt L im Schnittpankte 
der Bichtangen der vom Scbnitte mitgetroffenen Gartstucke. Die 
Momentengleichang laatet: 

= Di — Avj + P(w + n) , mithin 
Bt^Pxv — ^w^ ^^ w — Pw — Pu 



= -Pte(l + y) + Piteiy. 
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Hiernach liefern die Lasten P und Pi zu D Beitrage von 
entgegengesetztem Vorzeichen. Eine Last recbts vom Schnitt 
erzeugt in der Strebe Zngkraft und umgekebrt. Belastongen links 
and recbts vom Scbnitte vermindern sicb also gegenseitig in ibrer 
Wirknng. Soil nan die Zngkraft in den Streben so gross wie 
mdglicb werden, so mass man die Lasten von positivem Einflasse, 
d. b. die recbtseitigen, mOglicbst gross macben, and amgekebrt. 
Becbts vom Scbnitte wird man daber die Lastpankte darcbweg mit 
standiger and beweglicber G + P, links vom Scbnitte nar mit 
standiger Last G verseben, — Die Drackkraft in den Streben 
wird am gr5ssten bei entgegengesetzter Belastang, d. b. wenn links 
vom Scbnitte voile Lasten G + P, recbts nur standige Lasten G 
wirken. Solcbe Anordnang der Lasten nennen wir einseitige 
Belastangen. Dies gilt f&r eine von links nach recbts fallende 
Strebe; Mr eine nacb recbts ansteigende Strebe ist alles ent* 
gegengesetzt, well das Moment einer solcben Strebe entgegen- 
gesetzten Drebsinn zeigt. 

Liegt der Scbnitt naber an dem recbtseitigen Auf lager, so 
kann der Drebpankt L recbts von der Spannweite liegen. Dies 
andert aber, wie man leicbt findet, nicbts an den vorstebenden Er- 
gebnissen; diese bleiben goltig, so lange der Drebpankt aasser- 
halb der Spannweite AB liegt. 

Anders verbalt sicb die Sacbe, wenn der Drebpankt L fiir 
eine Strebe innerbalb der Spannweite liegt (Fig. 98). Dann ist 

Q=-—Dt + Aw-^- Pill — w) , 

Oder mit Benatzung von Gl. 1: 

Dt = Ptv — ^ w + ^^ w + Pit — Pw 



Pa ( 1 






Weil bei der jetzt angenommenen Lage von L die Lange w 
stets </ ist, so werden in der letzten Gleicbung beide Glieder der 
rechten Seite positiv, so dass nun, wie bei den Gartstaben, Lasten 
links and recbts vom Scbnitte Wirkangen von abereinstimmendem 
Vorzeicben bervorbringen. Ob eine bestimmte Last in einer be- 
stimmten Strebe gerade Zag oder Drack erzeugt, ist zanacbst von 
geringerer Wicbtigkeit, als die Entscbeidang der Frage, ob ein 
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Stab auf voile oder auf einseitige Belastong berechnet werden 
mass. Im letzteren Falle sind dann in der Begel zwei Belastungs- 
i^Ue zu untersachen: in dem einen befindet sich beweglicbe 

Fig. 98. 




Belastung nur auf der linken Seite, im anderen imr auf der rechten 
Seite. Fur Stander, die nur besondere Falle von Streben sind, 
gelten dieselben Gesetze. 

Bei den meisten Pachwerkformen liegt der fQr die Wandglieder 
(Streben and Stander) massgebende Drehpunkt ausserhalb der 
Spannweite; der andere Fall kommt seltener vor. 

Daher hat man den Satz: 

Die Spannkrafte der Wandglieder eines einfachen 
Fachwerktragers auf zwei Endstutzen sind, wenn der 
massgebende Drehpunkt ausserhalb der Spannweite liegt, 
auf einseitige Belastung (das eine Mai rechts, das 
andere Mai links vom Schnitte) zu berechnen; wenn 
aber der Drehpunkt zwischen die Auflager-Lothrechten 
fallt, so muss die Berechnung (wie bei den Gurten) 
fur voile Belastung erfolgen. 

Fallt der Drehpunkt in die linkseitige Auflager-Lothrechte, so 
ist dies ein.Grenzfall, der nach Belieben zu der einen oder anderen 
Gruppe von Fallen gerechnet werden kann. Man wQrde hiernach 
die betreffende Strebe auf einseitige oder 
auch auf voile Belastung berechnen dtirfen. 
Beide Berechnungen IQhren namlich zu 
dem gleichen Ergebnisse. Irgend eine 
Last Pj rechts vom Schnitt wirkt auf 
den linkseitigen Abschnitt nur mittelbar 
durch seinen Beitrag zu dem Auflagerdruck A ein (s. S. 88). Da 
aber der Auflagerdruck A in Bezug auf den in seiner Bichtungs- 



Fig. 99. 
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linie liegenden Drehpunkt das Moment Null . hat, so haben recht- 
seitige Lasten auf die betreffende Strebe D Gberhaupt keinen Einfluss 
(Fig. 99) ; eine einseitige Belastung links vom Schnitte hat deshalb 
dieselbe Wirkung, wie eine voile Belastung; und da die Bechnang 
mit roller Belastung bequemer ist, so kann man diese, die fQr die 
Gurtkrd,fte massgebend war, aucb fur Std^nder und Streben verwenden. 
Die Vox voile Belastung durchgeffihrte Berechnung des in Fig. 87, 
S. 80 und Fig. 95, S. 86 dargestellten DachtrSgers war daher richtig. 
Fdr die Streben des Mittelfacbes aber musste voile Belastung 
angenommen werden, weil fur diese der Drehpunkt zwischen den 
Auflager-Lothrechten liegt — Uber schiefe Belastungen durch 
Winddruck s. Keck, Graphische Statik, S. 70. 



d) Parabolischer Fachwerktr&ger. 

Beispiel: Parabolischer Fachwerktrager von ^ = 24™ Spann- 
weite und ^^=3™ Hohe in der Mitte. Der Obergnrt sei gerade, der Unter- 
gnrt einer Parabel eingeschrieben. Die Spannweite sei durcb Stander in sechs 
gleiche Fache von der LSnge >l = 4m getheilt (Pig. 100). Fiir die Stander- 
bohen h gilt dann die Parabelgleichung (s. 1. Theil, 2. Aufl., S. 185, Gl. 5) 

— f. II —. vi 

Fig. 100. 



h=: 



P 



x(l — x) , 




wenn x der Abstand eines 
Standers von einem Anf- 
lager. 

¥'1ira = 4 8 12 

wird h=V/z 2V3 3. 

Fttr jeden der funf Lastpunkte des Obergurts sei die standige Last 
G = 2000 kg = 2 1 , die bewegliche P = 
1 000 kg =r 1 1 . Es sollen beispielsweise 
die Spannkrafte des zweiten Facbes be- 
recbnet werden (Fig. 101). Fiir die Gurt- 
krafbe ist voUe Belastong aller Last- 
punkte mit 2-\-\0=i2^ anznnehmen; 
dann wird der Anflagerdruck -4 = */a • 12 
= 30 1 . Fflr den Obergurt O.3 ist K der 
Drehpunkt und fc.> = 2*'8m der Hebel- 
arm; die Momentengleicbung ergiebt daher 

= 0.2 • 8/3 -I- ^ • 8 — 12 . 4 , woraus 
0,«-72t. 




Sd. Parabolischer Fachwerktrager. 
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Fig. 102. 
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Das NeignDgsverhaltois des zweiten Stuckes U2 des Untergorts gegen 
die Wagerechte (Fig. 102) ist 

(?i2-^):4 = V4 = tgv, 

dann ist cos v = 0,97oi , sec v = l,03i . 

Der Drehpunkt fur U^ ist K\ 
der Hebelarm daher h^ cos v ; die Mo- 
TuentengleichnDg laatet: 

= — Ui'^/z cos V 4- A' 4 , also 

Uo = 72 : cos V = 72 • sec v = 74,23 1 . 

' Ftir die Strebe 2>i liegt der Dreh- 
ponld} L links von der Spannweite 
(Fig. 103), u. 2w., weil die Neigung von 
U.2, d. h. tg V = V* , urn 4 ^1 = 62 a = LK' links von K' , oder um 2V8 ™ 
links von A, Ist cJ der Neigungswinkel von Dj , so gilt daf&r tg ^ = /ij : 4 
= Va und sin ^=0,6546. Der 
Hebelarm von A wird ^^^- ^^^• 

r = LK' sin ^=3,697 m . 
Die Strebe ist auf zwei verschie- 
dene Belastungsarten za be- 
rechnen : Bei einseitiger Belas- 
tnng rechts vom Schnitte tragen 
sammtliche Lastpnnkte die stan- 
dige Last G^ = 2t, wahrend nur 
die Punkte 2 bis 5 (Fig. 100) 
mit beweglicher Last P=10t bedeckt sind. Erstere liefem zu A den Bei- 
trag V2 -2 = 5*, letztere den Beitrag 

(1/6 4. 2/6 + 3/6 + V6) 10 = 16*73 t , SO daSS 

^=5+ 16V3 = 2P/8t 
wird. Die Momentengleichnng fiir L ergiebt 

= Dj . 3,697 — A • 273 + G • 6V3 , woraus 

Dj = 12,oi t . 
Bei einseitiger Belastung links vom Schnitt wird 

J.' = 5 4- 10 • V« = 13V3 * ; daher Momentengleichnng: 
= Dj' . 3,697 — A' . 22/3 + (G^ + P) • 62 3 , worans 

2>i' = — 12,02 1. 

Die Strebe D^ erfahrt also, wenn die Lastengruppe P sich uber den 
Trager bewegt, Spannkrafte, die zwischen einer Zugkraft von 12,02* und einer 
Dmckkraft; von derselben Grosse schwanken. 

Die gleichen Belastungsarten gelten anch fiir den St&nder V^ (Fig. 104). 

4 
Der Drehpunkt L liegt um a; = ^^ 17 = ^^ m links von V.^ , um 24 "» links 

/3 

von A, Daher gilt fUr rechtseitige Belastung: 
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a==— F232 — J..244-G^-28 mit -4 = 212/3*, wie bei Dj , 

also V.2 = — 14,&t . 
Fur linkseitige Belastung: 

= - F2' . 3-2 — A''2A + iG + P)' 28 mit A' = ISVs t , wie bei D^ 

also r2' = 0,6t. 

Die Spannkraffc des Standers schwankt demnach zwischen 0,5 1 Zog and 
14,6* Drnck. , 

Dieses Beispiel des parabolischen Tragers ist besonders geeignet, zn 
zeigen, welchen Fehler man begehen wiirde, wenn man die Wandglieder nnr 



{: 




anf voile Belastung berechnete. Es ware dann -4 = 30  , und es wtirde nach 
Fig. 103, wenn man darin die Einzellast G durch G -^ P=\2 ersetzt, 

== 2), . 3,697 — 30 . 22/3 +• 12 . 6V3 , dalier 

7)i = ; und nach Fig. 104 

-- — F, . 32 — 30 . 24 + 12 . 28 , daher 

F2 = -12t. 

Ftir YoUe Belastung ist also die Strebe 2>i spannungslos, und das Gleiche 
gilt fur sammtliche Streben des parabolischen Tragers. Im 1. Theil, 2. Aufl , 
S. 187, wurde schon gezeigt, dass der parabolische Trager ohne Streben fur 
voile Belastung im Gleichgewicht ist, dass daher diese Stabe nur durch eine 
ungleichm^sige Belastung bedingt werden. Demgemass werden nun die vor- 
handenen Streben bei voller Belastung spannungslos; auch haben dann die 
Stander nur die Knotenlasten von oben nach den Knotenpunkten des ge- 
knickten Untergurtes zu fibertragen; daraus erklart sich der obige Worth 
V.^ = — 12* fiir voile Belastung, den man in gleicher Weise fiir sammtliche 



Stander findet. Nach 1. Theil. 2. Aufl., S. 186, ist H 



pP pi 'I 



die 



Sf Sf 

wagerechte Spannkraft einer solchen Stangenverbindung; dies giebt bier, wo 
auf 4 m Lange 12*, auf / = 24 "» also 72 * kommen : 

72-24 
H= =72* 

83 

Dieser Werth gilt fiir die Druckkrafte in sammtlichen St&ben des Obergurtes 
und ist zugleich die wagerechte Seitenkraft der Zugkrafte im Untergurte. 



8 e. PwaUel-Pachwerktrager. 
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e) . Parallel-Fachwerktriger. 

Bei8pi«l: Trager mit parallelen Garten tod 1 = 24^^ Spann- 
wcite und /i = 3m Tragerhohe (Fig. 105). Die Spannweite sei wiederam 
dnrch Stander in 6 Fache von X = 4^ Lange getheilt ; auch mogen die Lasten 
6^==2t, P=10t, dieselben sein, wie im vorigen Beispiele, und nur am 
Obergurt angreifen. 

Flir die Berechnang der Garten ist voile Belastang sammtlicher Last- 
punkte anzanehmen, and 

zwar sind die Endpankte ^*&- ^^^• 

des Obei^rtes je mit 
der h alb en Last eines 
Faches, d. h. mit 1 ^ 
bezw. 5 1 za belasten. 
Dann ist -4 = 3. 12 
=:36t. 

Far Oo ist K der Drehpunkt, and man findet aas der Monientengleichang 

= 0,' 3 + (^ — 6) . 8 ~ 12 • 4 : 
0., = — ()4 t . 
Fiir U.2 ist K' der Drehpunkt, and man findet aus: 

0= — ?7,.3 + (^ — 6)4 
f/o = 40 1 . 

Ubrigens braucht man bei einem derartigen Parallelfachwerke mit Streben, 
die nach der Mitte hin abfallen, nur die Spannkrafte des Obergurtes zu 
berechnen und kann damach diejenigen des Untergurtes ohne Weiteres 
angeben. Fuhrt man namlich durch den Tragei 
einen Schnitt in der Kichtung der Streben (Pig. 106), 
so muss nach der Gleichung der wagerechten 
Krafte O + U=0, mithin U= — sein, d. h. 
in einem Parallel-Fachwerke mit Stan- 
dern haben zwei Stabe des Ober- und 
Untergurtes, welch e zwischen zwei 
Nachbarstreben liegen, gleiche aber ent- 
gegengesetzte Spannkraft; mithin ist 0, = — C/gJ 0, = — U^ u. s. f. 

Da der Schnittpunkt der Gurten in unendlicher Feme liegt, so ver- 
wendet man fur die Berechnang der Wandglieder eines Paralleltragers an 
Stelle der Momentengleichung zweckmassig die 
Gleichung der lothrechten Krafte. In dieser 
kommen die Gurtkrafte, weil sie wagerecht sind, 
nicht vor; mithin erreicht man dasselbe, was sonst 
mit der Momentengleichung erzielt wurde, namlich 
dass man fiir die gesuchte Spannkraft nur eine 
einzige Gleichung aufzustellen braucht. 

Ordnet man zur Berechnung von Z>2 zunachst 
eine Belastung rechts vom Schnitt an, so wird der linke Auflagerdruck leicht 



Fig. 106. 
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zu 2273 * gefunden (niimlich um die standige Last (1 1) des Endknotenpuiiktes 
mehr als auf S. 93 zur Berechnung von DJ. 1st ^ der Neigungswinkel der 
Strebe gegen die Wagerechte, so ist 2>., sin d die lothrechte Seitenkraft von 
Do, und man erhalt (Pig. 107) aus 

= 2>2 sin <J — ^ + 1 + 2 : 

D. sin <;= 1973* und, 

weil tg «? = V* ? sin <J = 0,6 , 

A = 32,78 t . 

Fiir einseitige Belastung links voni Schnitt ist ^' = 19V3*; und aus 
= Da' sin ^ — ^ ' -t- 6 + 12 findet man leicht 

Dj' sin (J = 1 Vs t ; B./ = 2,22 1 . 

Die Spannkraft der Strebe D2 schwankt also zwischen den Zugkraften 2,22 
und 32,78 1 ; Druckkraft er^hrt sie nicht, ebensowenig 
Dj, wohl aber Dg- letzteres giebt Anlass zu sogen. 
Gr e g e n streben, worauf hier nicht weiter eingegangen 
werden soil. 

Die Spannkrafte der Stander lassen sich beim 
Parallelfachwerk auf die der Streben zuruckfiihren. 
Fiihrt man namlich um einen Knoten des unbelasteten 

Gurtes (bier also des unteren) einen kreisformigen Schnitt (Pig. 108) und 
wendet auf den herausgeschnittenen Theil die Gleichung der lothrechten 
Krafte an, so kommen in dieser nur V und D vor, und es muss 

F + D sin ^ = oder V= — D sin <y sein. 

Am Knotenpunkte K des Untergurtes (Fig. 105) treffen D^ und Fg zu- 
sammen, mithin wird F2 = — Dg sin d=— Id^/s t ; Fg' = — P/s * . Der 
Stander Fo erfahrt also eine Druckkraft, die zwischen V/s und 19*3* 
schwankt. 

Greifen die Lasten am Untergurt an, so andem sich die Spannnngen 
in den Streben und in den Standem. 

Eine eingehendere Behandlung erfahren die Pachwerke in Keck, Vor- 
trage iiber Elasticitatslehre und uber Graphische Statik. 
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B. ElastiscM este KOrper in BescMeimiguiig s- 

Zustanden, 



I. Beschleunigte Verschiebung elastisch-fester Korper. 

Einem geraden Stabe werde darch eine im Schwerpunkte der 
vorderen Stirnfl&che angreifende Zagkraft K eine Beschleanigung p 
ertheilt (Fig. 109). Hierdnrch entstehen Spannnngen and Form- 
^.nderungen (elastische Verl&ngerangen). Es wird die Annahme 
gemacht, die Formd^nderungen seien bereits derartig eingetreten, 
dass gegenseitige Bewegungen der einzelnen Punkte des Stabes 
nioht mehr erfolgen, dass vielmehr alle ^ 

Theile libereinstimmende Geschwin- ; 
digkeit und Beschleanigung haben. r 



Dann mfissen an dem ganzen Stabe, h a? — -^ 

sowie an jedem abgeschnittenen Theile 



^. 



-►p 




desselben nach S. 3 die Erg&nzangs- x^^j^^t 

krafte [ — m'p\ den wirklichen Kraften 

das Gleichgewicht halten, and es mass 

der Stab sich bei der Bewegang wie ein starrer EOrper verhalten. 

Nach dem Satze von der Beschleanigang des Schwerpanktes (1. Theil, 

2. Aafl., S. 143) ist 

K y 

» = -^, wobei ilf= -• J^-? 
^ J£ g 

die Masse des ganzen Stabes bedeatet (s. 1. Theil, 2. Aafl., S. 127); 
I ist die Lange, F die Qaerschnittflache, y das Gewicht der Raam- 
einheit des Stabes, g die Erdbeschleanigang. 

Macht man aach bier die Yoraussetzang, dass die an einem 
Qaerschnitt aafbretende Spannkraft sich gleichmassig dber dessen 
Fiache F vertheile, so ist die Spannang an der Angriffsstelle der 

Kraft K 

t\ K M y , ,» 

1) o,^- = -p = ^^lf=Yl^^, 

Will man o^ in Atmospharen O'Vqoin) erhalten, so drflcke man 
Z in «" aas, and es ist dann y das Gewicht eines Kabikcentimeters 
in ^. 

Keck, Meehanitr. TT. < 
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1st 6 die Spannung eines Querschnittes im Abstand w vom 
freien Ende» Jfo, die Masse des Abschnittes von der L§.Dge <r, so 

muss oF= Mxp = — Fxp sein, mithin 

9 



2) 



P 
y — ^cc. 

9 



Fig. no. 



Diese Diit a; verhEltDisgleich sicfa d^ndernde Spannung ist in 
Fig. 109 dargestelli Hierbei ist die Einwirkung der Scfawere nicht 
berucksichtigt, vielmehr angenommen , dass die 
Verschiebung etwa auf einer wagerechten, glatten 
Unterlage erfolge. 

Es mdge nun die in lotbrechter Bicbtung 
befindlicbe Stange der Schwere unterliegen und 
dnrcb eine oben angreifende Zugkraft K eine 
Beschleunigung p lothrecbt aufw§,rts erfabren 
(Fig. 110). Dann ist die gesammte wirklicbe 
Kraft in der Bicbtung aufwarts K — Mg 
= iS" — yFl\ die gesammte Erganzungskraft mit 

y 

dem Sinne abwSrts wird Mp = — Flp^ mitbin 

9 

K = M(ff+p)^yFl{l + ^) 
und die Spannung am oberen Ende 




3) 



9 ' 



Nacb dem unteren Ende des Stabes vermindert sicb die Span- 
nung o wiederum nacb geradlinigem Gesetze bis auf Null. 

Ist die Bescbleunigung p des Stabes abw^s, K aber wie 
vorbin aufwarts gericbtet, mithin p^g^ so kebrt in den vor- 
stebenden Formeln p sein Vorzeicben um, es wird 

I 
9 

9 

and im Abstand x vom unteren Ende 



K=yFl[l — 



4) 



a = yx[l — 



p 
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^^ P^9 ^1* JT = 0, d. h. far einen frei fallenden Stab, wird 
<T = 0, d. h. ein frei fallender Stab ist spannungslos. 

Dies gilt freilich nor anter der Voraitssetznng, dags sich in der Stange 
keine von der Herstellnng durch Giessen, Schmieden, Walzen, Ziehen (Draht- 
Ziehen), Drticken u. dergl. herriihrende Spannungen vorfinden, die man anch 
wohl falsche Spannungen nennt, nnd die selbst dann vorhanden sein konnen, 
ivenn der Stab ausseren Kraften vollig entzogen ist. In einem mit derartigen 
Spannungen behaffceten Stabe tritt beim freien Falle derselbe Spannungs- 
zustand ein, als ob er von ausseren Eraften frei ware; an jedem Querschnitt 
ist die gesammte ^pannkraft Null, doch konnen an der Schnittflache dann 
gleichwohl innere Zugkrafke und in ihrer Sunmie ebenso grosse Druckkrafte 
vorkommen. Solche Herstellungsspannungen lassen sich durch Ausgluhen und 
langsames Abk&hlen fast ganz beseitigen. Genauer lautet daher der obige 
Satz: Jeder frei (ohne Luftwiderstand) fallende Korper, auch 
wenn er nicht die Form eines geraden Stabes hat, ist span- 
nungslos, abgesehen von etwaigen Herstellungsspannungen. 
Die Herstellungsspannungen sind in der Eegel.im Innem des Korpers Zug-, 
in der Nahe der Oberflache aber Druckspannungen. 

Wird einem prismatischen Stabe durch eine in seiner Mitte 
angreifende, rechtwinklig zur Stabrichtung wirkende Kraft K eine 
Verschiebungsbeschleunigung p ertheilt (Fig. Ill), so entstehen 
Biegungsspannungen. Unter der Voraussetzung, dass die diesen 
Spannungen entsprechenden Durchbiegangen bereits eingetreten seien, 
dass also Form9.nden]ngen nicht mehr 
vorkommen, haben sSlmmtliche Massen- 
theilchen des Stabes die gleiche Be- 
schleunigung p. Die Erganzungs- rr^^QSISSL 
krafte [— mp] , welche mit K im ^iiii^^----T 

Gleichgewichte sein mussen, bilden i^ 

eine gleichmassig aber die L^nge 

vertheilte Belastung. Ist F der Querschnitt des Stabes, y wiederum 
das Gewicht der Edrpereinheit, so kommt aaf die Langenein^eit 
das Gewicht yF, die Masse r/gF, die Erganzungskratt yFp\g 
(dem Sinne der Beschleunigung p entgegengesetzt). An einer 
Schnittstelle im Abstande x vom freien Ende entsteht dann, wenn 
wir zonachst den biegenden Einfluss des Eigengewichts des Stabes 
vernadilassigen, ein B\egungsmoment 

9 ^ 
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Das grOsste Moment findet sich an der Angriilsstelle der Kraft K 
mit 00 = V2 1 zu 

5) a»«a. = ;^F^^. 

9 8 
Tst die Beschleunigung lothrecht aafw§,rts gerichtet und 
wirkt auch die Schwere auf den Stab, so ist, wie auf S. 91 statt 

p:g nunmehr I +— einzufuhren. 1st S33 = jr:e das Widerstands- 

moment des Stab-Querschnitts» so wird die st§.rkste Spannang 

as "^ 8333 \ "*■ ff. 
Mit yFl = P (Gewicht des Stabes) wird 

1st der Querschnitt ein Ere is vom Halbmesser r, so wird 
833= yir^n und 



«) '-^{^-^h€i 



i+*i. 



Beispiel: Ein nahezu cylindrischer Baom von 12 m Lange und 0,i m" 
Halbmesser soil mittels eines in seiner Mitte befestigten Seiles aof ein Ban- 
gernst gezogen werden. Das Hinanfziehen erfolge aber nicht gleichmSssig^ 
sondern mit einer Beschleonigang p = ^l%g. Ein Eabikmeter des Holze» 
wiege 600 1« , dann ergiebt sich, wenn man diese Zahlen in Gl. 6 einfuhrt, die 
Spannnng naturlich in i^?/qm, namlich 

600.12- 
<T= ,, ^ • 1,5 = 648000 , 
i: • 0,1 

Oder, da I kg/qm= 10 000 at ist (vgl S. 8), 

<7=64,8»t. 

Will man <r unmittelbar in at erhalten, so muss man y als Geyricbt 
eines Kubikcentimeters = 600: 100^, i= 1200 cm, r=10cin einfuhren. Die 
Formel gilt auch, wenn bei etwaigem Hinablassen eine Verzdgenmg p, viel- 
leicht durch Bremsung der Windevorrichtung, eintritt. Ftir gleichmassige Be- 
wegong (|) = 0) yrird die Spannnng nur Vs '64,8 = 43,2 «t. 

2. GleichmMssige Drehung urn eine feste Achse. 

Bei gleichm^ssiger Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit o> 
(Fig. 112) erf^hrt ein Massentheilchen m im Abstande z von der 
Drehachse die Centripetalbeschleunigung , ^ o;^ (1. Theil, 2. Aufl.^ 



mzn^ 



2. Gleichmassige Drehung urn eine feste Achse. IQt 

S. 88); dem entspricht als Erganzungskraft die Centrifugalkraft mz(o\ 

F^hrt man im Abstand £c von 

<ier Drehachse einen Schnitt, Fig. 112. 

bezeichnet die entsprechende ^ 

<Juerschmttflache mit F, die (j 

4aran auftretende Spannung p ^ -^ 

mit a, so muss die innere \ ^f< 1 o — >► i 

Spannkraft oF den Centri- k ^5 -i ^^'^"'^ 

fugalkraften des Stabtheiles 

zwischen der Schnittstelle und dem freien Ende das Gleichgewicht 

faalten, oder es muss sein 

1) oF^co'^Hmz^co^Mo'Zo, 

wenn Jf« die Masse des abgeschnittenen Stabtheiles, Zq den Abstand 
seines Schwerpunkts von der Drehachse bedeutet Sind Form und 
Massenvertheilung des Stabes bekannt, so kann man fur jede 
Schnittstelle o berechnen. 

Ein prlsmatischer Stab von der Llnge I und dem Quer- 
schnitt F, ergiebt hiernach 

Ma = yF{l — a^):g, zq=^ V2 {I + 00) und 

Fuhrt man dann die Umfangsgeschwindigkeit c==l(o des 
Stabes ein, so wird 

worin-^ die der Umfangsgeschwindigkeit entsprechende Geschwin* 

^g 

digkeitshShe bedeutet. Diese Spannung wird am gr5ssten fQr 
^ = 0, d. h. dicht an der Achse, namlich 



2g' 

Dieselbe Spannung erfahrt an der Aufhangestelle ein lothrecht 
herabhangender prismatischer Stab oder Draht von der Dichte y^ 



wenn seine Lange = -r- isi. 

2ff : 
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Beispiol: Bei welcher seknndlichen Umfangsgeschwindigkeit erhalt eii» 
urn seinen Endpunkt sich drehender prismatischer Schmiedeisenstab eine 
Spannnng von 700**? 1 cbm Schmiedeeisen wiegt 7S00^g = y, Da hier c 
in ™/sek. verlangt wird, bo mtissen anch cr, j' und g auf Meter bezogen warden. 



Dann ist <r= 7 000000 ^g/qm nnd nach Gl. 3 ^ = - 

^9 r 



7 000 000 
7800 



nind900m^ 



also C= 133ra/gek. 

Will man mit tr= 100 ^E/qcm rechnen, so mnss man /' = 0,oo78, dem 
Gewichte eines Kubikcentimeters und ^ = 981 cm/sek.a setzen, dann wird 



e^ _ 700 
"Ig 0,0078 



90 000 cm ; c = 13 300 cm/sek. 



Ein Bleistab Ton der Dichte ;' = 1 1 400 ^g/cbm nnd einer Zugfestigkeit 



= 1 30 »t erreicht diese Grenze der Pestigkeit bei -^ 
and c = 47ni/sek. 



1 300 000 
11400 



= 114"^ 



TflC' 




Ein Rin^ vom Halbmesser r, der mit der Geschwindigkeit c 
gleichmSssig uml3.uft (Fig. 113), erMrt ebenfalls Spannungen. 
Schoeidet man aus dem 
Einge ein Theilchen ^^S- 113. 

vom Mittelpunkts- 
winkel da heraus und 

nimmt an, dass sich // ^ ' ' \\<fF 

die Spannkraft gleich- 
massig uber den Quer- 
schnitt F des Ringes 
vertheile (was bei ge- 

ringer WandstS.rke zal^ssig ist), so entstehen an den Schnittstellen 
die Spannkrafte oF, welche mit der Centrifugalkraft w/'*a>- = 







mc 



im Oleicbgewicht sein mtlssen. Dann folgt aus dem Erafteck 



2ai^sin-r- = OF' da = 

2 r 



und, weil 



4) 



9 

= 7 — = 2;>/--— , 



d. i. das Doppelte von <t„„ in GI. 3 fCkr den geraden Stab. 



2. Gleichmassige Drehnng am eiiie feste Achse. 
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Beispiel: Soil ein dtinner Schmie dels en ring anf die Spannung a^=^ 700 <^t 

gebracht werden, so ist dazu eine Geschwindigkeitsfaofae — = — = 
= 450m^ also eine Umfangsgeschwindigkeit 

c = V25f.450 = 94m/8et 

erforderlich. Diese Umfangsgeschwindigkeit darf yon einem schmiedeisernen 
Schwnngrade nicht iiberschritten werden, wenn <r=700»t als zulassige Span- 

nnngsgrenze angenommen wird. Ein Bleiring gelangt schon bei cs=47 j^V 
= 47 • 0,707 = 33 m/sek. (vgl. das vorige Beispiel) an die Grenze der Festigkeit. 

Spannnngen der Ringe eines Muhlsteins. Einen Muhlstein 
pflegt man aus einzelnen Stucken zasammenzukitten, da es schwer 
halt, bei einem naWrlichen Steine solcher GrOsse die wunschens- 
werthe Gleichmassigkeit 

des Gefuges zu erzielen. j,. jj^ 

Die Zugfestigkeit des zu- 
sammengesetzten Steines 
genQgt nun aber nicht, 
um bei schneller Dre- 
hung den Zusammen- 
hang zu sichern; er 
wird daher durch um- 
gelegte Eisenringe vor 
dem Zerreissen bewahrt 
Der Mtihlstein habe den 
Halbmesser r, die H5he A, die Dichte y^ ; es sei T der Gesammt- 
querschnitt der Einge, y die Dichte derselben. Bei der Berechnung 
der Bingspannungen setzen wir voraus, dass die Festigkeit des 
Steines unerheblich sei, dass also der Zusammenhalt nur durch die 
Ringe gesichert wird. Die Spannung o der Binge ruhrt mit dem 

Betrage o^=^y— (Gl. 4) von der eigenen Masse her; nun muss auch 

noch der Betrag (72, der durch die Masse des Steines bedingt ist, 
berechnet werden. Trennt man aus dem Stein einen Ausschnitt vom 
Mittelpunktswinkel drk ab, so entspricht einem unendlich kleinen 
Bingtheilchen vom Halbmesser q eine Centrifugalkraft dmQOji^^ 
mithin dem ganzen Ausschnitt eine solche von der Gr5sse 

(jjl^Qldm, worin ^0 = ^3^; 2^dm=^^-^—^ — h=^m (Masse des 
Ausschnittes). 
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Die Gentrifagalkraft wird daher 

niQQa)' = — h-Qrco^ 

g ^ 6 

g 6 

sic muss von den Spannkr^ften a^F itn Gleichgewichte gehalten 
werden. Dies fuhrt mittels eines ahnlichen Eraftecks wie in Fig. 113 
zu der Gleichung 

o.2F*da = mQQ(o^ = '— — 7z—rc^, woraus 

-* " ^ 3 

80 dass die Qesatnmtspannang der Kinge wird 

Fur den erforderlichen Bingquerschnitt ergiebt sich dann 



3 gO — yc^ ' 

Beispiel : Soil far einen Miihlstein von 0,t m Halbmesser nnd 0,8 m Hdhe 
der Qaerschnitt der Kinge in qom berechnet werden, so beziehen wir sammt- 
liche Zahlen auf cm, setzen r = 70, ^ = 30, /'j = 0,0024, 7'=0,oo8 (rand), 
^ = 981, die sekandliche Umfangsgeschwindigkeit c ;= 9 i>a = 900 cm ^ die zu- 
lassige Spannang der Eisenringe e=20Q^^ (so gerlng, weil eln Maschinentheil 
Yorliegt, der nicht in fortwafarender gleichmassiger Bewegang ist, sondem 
bald raht, bald aml^aft, so dass aacfa die Spannang and somit die elastische 
Dehnang haafigem Wechsel unterworfen ist Aach kommen noch Spannangen 
dorch die Widerst&nde des Mahlgntes hinza, die nicht genaa angebbar sind.) 
Man erh&lt daher: 

^ 1 0,0024.30-70.9002 

3 981 . 200 - 0,008 . 9002 ' * 

Dieser Gesammtqaerschnitt ist aof mehrere, zweckmassig angeordnete Kinge 
zu vertheilen. 



3. Ungleichformige Drehung urn eine feste Achse. 

Die Drehachse in5ge mittels eines Vierkantes dem Stab eine 
Winkelbeschleunigung e (Fig. 115) etwa links herum ertheilen; 
dann hat ein Massentheilchen m im Abstande z von der Achse 
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ausser der von dier augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit (o her- 
ruhrenden Centripetalbeschleunigung zat^ noch eine Umfangsbeschleu- 
nigung z€. Als Erg&nzangs- 
kraft tritt daher ausser der Fie 1 15 

Centrifagalkraft noch eine j^ 

Kraft mze auf, welche recht- u> K ^ 

winklig zur Stabrichtung — \^) 

in Fig. 115 ab warts — ge- }<-Il"_-rJ 

richtet ist. Die Spannkrafte ^ ~~"^ 

einer Schnittstelle haben ^'^^SR^ 

daher nicht nur einer Langs- 
kraft, sondem auch quer ge- 

richteten Eraften das Gleichgewicht za halten; letztere verursachen 
ein Biegungsmoment and rufen an der Schnittflache ein Spannangs- 
moment hervor. Die Centrifagalkrafte bedingen eine tiber die 
Schnittflache gleichmassig vertheilte Spannung o^, welche nach 
61. 1, S. 101 zu berechnen ist. Ist O2 die starkste Biegangs* 
spannung an der Schnittstelle und ist SB das Widerstandsmoment 
der Querschnittfigur, so ist 02^ das Spannungsmoment. Zum 
Biegungsmomente fQr Querschnitt os liefert das eine Massen- 
theilchen m den Beitrag^ mze{z — a?). Dies ist von 2 = 0? bis 
z = I zu integrieren. Daher wird 

(T2 2B = aw = € I m ^ (^ — J?) . 

Darin ist m = — Fzdz, wenn F^ der Querschnitt im Abstande z 

9 

von der Drehachse 

Gehen wir nun wieder zu einem prismatischen Stabe mit 

F^== F und mit m=^—F-dz uber, so wird 

a2f(& = ^€F{[z^-cvz)dz==^eFl^^^-^-x^'~'^^' 

Fuhrt man die Umfangsgeschwindigkeit c = l(o und die Umfangs- 
beschleunigung p^=le ein, so wird 

'/^Vi ^^\ ^ p F (l^ — cc^ V^ — a)^\\ 
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Der gefS.hrliche Querschnitt liegt (wie bei gleichfSnniger Drehong) 
dicht an der Achse mit x=^0, and es wird 

Beispiel: Solcfaen Spannungen gind besonders Degenklingen ansgesetzt, 
weon ihnen durcb die Hand des Fechters eine beftige Drebbeschleunigung in 
der Ricbtnng qner znr ScbJKife ertbeilt wird. Nimmt man den Querscbnitt 
annabemd als Becbteck, die Breite 6= 1,5 cm ^ die Dicke (2 = 0,4 cm, die Lange 
2 = 90 cm an, so wird ^==^/6 Fd, Die Spannnng <ri ist in solchen FSllen 
xmbedentend, da die einzelnen Bewegungen viel zn knrze Daner baben, als dass 
bedentende Umfangs geschwindigkeiten c entsteben konnten. Es sind bier 
nnr die Umfangsbescblennigungen wicbtig. Wir setzen daber 

pFl' p^P . p 2.9 ^ _, i> 

Es erfordert dies (nacb 1. Tbeil, 2. Anfl., S. 280) ein Eraftmoment der Hand 

m-=£j=^^Miu=\-pMi=\^^rFP=n,^^^^m\ig. 

6 6 6 g g 

Ist in einem besonderen Falle p = ^g, so wird die starkste Spannnng 
<r=1620»t, das Kraftmoment der Hand 3W = 64,8cmkg. Darans erklart es 
sicb, dass bei einem genbten Fecbter, der ein grosseres Tl zd leisten vermag,. 
die Elinge dnrcb einen Luftbieb zerbrecben kann, wozu ancb nocb der bier 
nicbt beriicksicbtigte Lnftwiderstand beitragt. 



C. Foriiiaiidenmgs-Arl)eit elastisch-fester 

Ktoper. 

W&hrend bisher das Vorhandensein eines bestimmten Span- 
nungsmomentes angenommen wurde, sollen nun dicf yorg9,nge beim 
Entstehen der Spannungen und Form§.nderungen untersucht 
werden. Es kommt hierbei vor AUem auf die Bestimmung der 
bei der Formanderung von den ausseren und inneren Kraften ver- 
richteten Arbeit, der sog. Form anderungs- Arbeit, an. 

I. Arbeit bei der YerlSngerung und YerlcOrzung 

gerader StSbe. 

Ein prismatischer Stab von der Lange I und dem Querschnitt F 
sei an dem einen Ende (links in Fig. 116) befestigt; am anderen 
freien Ende wirke eine im Schwerpunkte der Endflache angreifende 
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Zugkraft K. Diese Erafl soil aber der Grdsse nach nicht gleich- 

bleibend sein, sondern sie soil langsam and stetig von Null bis zu 

einem Werthe P anwachsen. 

Dann wird mit jeder kleinen ^- ^^^• 

Zanahme der Kraft eine kleine 

Zunahme der Verl&Dgerung 

verbunden sein. Die Zunahme 

der Erafb iii5ge langsam 

Yor sich gehen, damit auch 

die Verlangerung langsam er- 

folge, daher kein Theil des Stabes ein nennenswerthes Arbeits- 

Yerm5gen erfahre, so dass man in jedem Augenblicke den Stab als 

in Buhe, im Gleichgewichte befindlich betrachten kann. Dem be- 

liebigen Zwischenwerthe K der ver^nderlichen Kraft entspreche 

eine Verlangerung w, mithin ein Veriangerungs-Verhaitnis oder 

eine Dehnung 

(s S.6), wahrend 

demEndwertheP 

der Kraft eine 

Verlangerung ^d/, 

also eineDehnung 

€ = Al:l zuge- 

h5re Bei einer 

unendlich kleinen 

Zunahme der 

Verlangerung a: 

nm do! verrichtet K die Arbeit d^ = K-dx, Setzt man 

K=' FOg, P= Fa, so wird auch 

dSSi=^FaJ'd£^ 

und die Gesammtarbeit bei der Verlangerung um Al=lei 



Fig. 1 1 7. 




nun 



1) 



^\^Fl[k'de^. 







Die Beziehung zwischen a^ und e^ wird mittels der Dehnungs- 
linie (s. S. 7) zum Ausdrucke gebracht. Hat diese fur den vor- 
liegenden K5rper die Form HGABC (Fig. 117), wobei die von A 
aus gemessenen Abscissen die Dehnungen e^^ die zugehSrigen Ordi-= 
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Tiaten aber die Spannungen a^r bedeuten, so wird der Ausdruck 
Ox^de^i in der letzten Gleicbung durch den schraffirten Flachen- 
streifen der Dehnangslinie (Fig. 117) dargestellt; sein Integral er- 
giebt daher die ganze Flache von A bis zu dem Endwerth e = AL 
der erzeugten Dehnung, d. h. die Fld,cbe AJL^ so dass die zur 
Veriangerung um Al=^l€ erforderliche Arbeit wird: 

2) "Si^F'lAJL. 

1st die Dehnungslinie bekannt, so kann man die Flache AJL stets 
ermitteln. 

Fur die weiteren Entwickelungen nehmen wir 
«in gleich bleibendes Verhaitnis zwischen Spannung 
und Dehnung an, setzen also voraus, dass die 
Spannung z' an der Elasticitats- oder Propor- 
tionalitatsgrenze nicht tiberschritten werde (vgl. 
S. 6). Dann ist AJL ein Dreieck von der 
Flache \/2a€ (Fig. 118), so dass 

3) ^:=:i/2Fla€= y^P'Al 
wird, wofur man wegen € = 0:E auch schreiben kann 

4) - Fl<^' 



Fig. 118. 




?l = 



2E 



Bezeicbnet man den Baaminhalt Fl des Stabes luit V, so 
wird noch «infacher 

To-' 

Dies ist die Arbeit, welche erforderlich ist, um einen prisma- 
tischen-Stab vom Kauminhalte V aus dem spannungslosen Zustand 
langsam in den Zustand einer Qberall gleichen Spannung o zu ver- 
setzen. 

Am leichtesten zu merken ist die 
Form 8l=V2P-^f, d. h. gleich dem 
Inhalt des Dreiecks in Fig. 116, unten; 
V2P ist die mittlere Kraft, Al der Weg 
des Angriffspunktes. 

Bei Gl. 5 ist zunachst auffUllig, dass 
die Verlangerungsarbeit nicht von dem Querschnitt und der Lange 
des Stabes im Einzelnen, sondern nur von seinem Inhalte FabHangt, 
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Fig. 119. 
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dass also ein langer Stab von kleinem Querschnitte dieselbe Arbeit 
zur Erzeugung der Spannung o erfordert wie ein kurzer dicker Stab 
(Pig. 119), wenn beide nur gleichen Rauminhalt haben. ^s erklart 
sich dies (abgesehen von der vorstehenden Ableitung) daraus, dass 
die Arbeit ein Produkt aus dem Wege Al = la:E und dem Mittel- 
werthe der gleichmassig von bis P anwachsenden Kraft, d. h. 
V2P= V2^i^ ist. Bei dem dunnen, langen Stabe ist V2-P vor- 
haltnism3.ssig klein, A I aber gross; bei dem dicken Stabe dagegen 
ist V2P gross und A I eiitsprechend kleiner, so dass das Produkt 
in beiden Fallen den gleichen Werth erhait. 

Wendet man auf diesen Vorgang der langsamen Veriangerung^ 
das allgemeine Gesetz der Arbeit (1. Theil, 2. Aufl., S. 145, Gl. 1) an: 

2'V2mv2 — 2' V2mc2 = 281* + 2?I„ • • 

so ist die Zunahme des Arbeitsverm5gens = Null zu setzen, da 
weder zu Anfang noch zu Ende eine nennenswerthe Geschwindig^ 
keit vorhanden ist. Daher muss die Summe der ausseren und der 
inneren Arbeiten Null sein. Da nun die Arbeit der ausseren Kraft 

?(* = —-— gefunden wurde, so muss die Arbeit der inneren Spann- 

krafte 

sein. 

Kehrt der Stab aus dem Zustande der Spannung o langsam 

in den spannungslosen Zustand zuruck, so hat die Bichtung der 

Bewegung des Angriffspunktes der Zugkraft entgegengesetzten Sinn 

im Vergleiche mit deto Sinne der Kraft, mithin kehrt sich das 

V o^ 
Vorzeichen von SI* um, es wird 21* = ^ ^ ; zugleich wird 

V o^ 

dann % = +'2"^' 

Wird ein Stab durch eine allmahlich anwachsende Druck- 

kraft um A I verktirzt, so verrichtet die Kraft eine positive Arbeit,^ 

weil bei der Verkurzung eine Bewegung des Stabendes im Sinne 

der Druckkraft erfolgt. Diese Arbeit berechnet man in gleicher 

V 0^ 
Weise wie die Arbeit der Verlangerung zu 21 = + -^ — . Die 
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t^bereinstimmung ergiebt sich auch schon daraas, dass die Ver- 
tauschung der Zugspannung + o mit der Druckspannung — a in o^ 
keine Anderung herbeifuhrt. Man hat also den Satz: 

Wird ein Stab vom spannungslosen Zustand aus 
durch eine von bis P anwachsende Zug- oder Druck- 
kraft innerhalb der ElasticitS^tsgrenze alln}S.hlich ver- 
langert bezw. verktirzt, so ist in beiden Fallen die 
aussere Arbeit positiv, die innere negativ; ftir die 
Biickkehr in den spannungslosen Zustand gilt das Ent- 
gegengesetzte. Der absolute Werth dieser Arbeiten ist 

7) "" '" 



2 E' 



wobei 



P 



Es isf nutzlich, die Veriangerungs- und Verkurzungs- Arbeit, 
welche prismatische Stabe aus verschiedenem Stoff innerhalb der 
Elasticitatsgrenze ertragen k5nnen, vergleichend zusammenzust*ellen. 
Man bezieht diese Arbeiten zweckmassig auf 1 ^^"^ Bauminhalt, hat 

2 E 

nungen an der Elasticitatsgrenze) zu setzen ist. Auf Grund der 
Zahlenwerthe der Tabelle S. 9 ergeben sich dann folgende Arbeits- 
werthe in ^"^/ccm: 

FormSndenmgs- Arbeit ^^:21iJ bis znr EiasticitStsgrenze far lecm. 



also mit F= 1 nur-^^ zu berechnen, wobei o = z bezw. d (Span- 



Stoff 



Verlangerungs-Arbeit 



VerkiirzTings- Arbeit 



Gusseisen 



Stabeisen 



Gussstahl 



Holz 



Glas 



Eautschuk 



6002 



2 1000000 

1 16002 

2 2000000 

1 45002 

2 2 200000 

1 2502 

2 120000 

1 340^ 

2 1000000 

\_ 202 

2 10 



= 0,18 



= 0,64 



= 4,6 



= 0,26 



= 0,058 



= 20 



1 16002 

2 1000000 

1 16002 

2 2000000 

1 45002 

2 2 200000 

1 1702 

2 120000 

1 14502 

2 1000000 



= 1,28 



= 0,64 



= 4,6 



= 0,12 



= 1,05 
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Hierbei ist za beachten, dass Gassstahl 7 Mai so viel Arbeit ertragen kann, 
wie Stabeisen, wahrend seine £lasticitatsgrenze Doch nicht 3 (genaaer 4500 : 1600) 
Mai 80 hoch liegt. Wo es sich daher urn die Auiiialune yod Arbeiten 
handelt, kann der kostspielige Gussstahl vortheilhafter sein als Stabeisen. 
Holz ergiebt gr988ere Yerl§.ngerangsarbeit als Gnsseisen; es ist in dieser Be- 
ziehnng der kleine Werth von E d. h. die grossere Nachgiebigkeit von Nntzen. 
In erheblichem Mafse gUnstig ist dieser Umstand beim Eantschnk Dieser 
Stoff ist bei gleichem Kauminhalte dem Gassstahl etwa 4,3 Mai iiberlegen. 
Eantschnk wdrde daher fur Feder-Anordnnngen, bei denen es sich nm die Auf- 
nahme Ton Arbeit handelt, der Tortheilhafteste Stoff sein, wenn er eine grossere 
Daner hatte. In fr&herer Zeit hat man bei den fiisenbahn-Fnhrwerken die 
Kautschnkfedem in grossem Umfange verwendet, hat aber gefnnden, dass 
Eantschnk seine gnten Eigenschaften zu bald verliert. Gnter Eantschnk kann 
freilich im spannungslosen Znstande nnter gewissen hier nicht weiter zu be- 
sprechenden Umstanden 30 Jahre lang gut elastisch bleiben; im gespannten 
Znstande aber wird er bald brtlchig nnd hart. 

a) £inwirkniig plStzlieher Belastnug. H&ngt ein E5rper vom 
Gewichte Q ruheud am unteren Ende eines lothrechten, oben be- 
festigten Stabes vom Querschnitt F und der LS,Dge I, so herrscht 
in dem Stabe, dessen Eigengewicht wir yernachld.ssigen, die Spannung 

und seine elastische Verlangerung betragt J Zq = "^ * "^ • 

_r Jbj 

Wird aber der zu Anfang in geeigneter Weise untersttitzte 
E5rper mit dem unteren Ende des spannungslosen Stabes ver- 
bunden und dann seiner Unterstutzung pl5tzlich beraubt, so ubt der 
Stab im nSlchsten Augenblicke noch keine Kraft auf den Kdrper 
aus, weil er noch die L&nge I des spannungslosen Zustandes hat 
Der Edrper steht also anf&nglich unter alleiniger Wirkung der 
Schwere und wird eine lothrechte Bewegung mit der Fallbeschleu- 
nigung beginnen (Fig. 120, linke Seite). Hierbei erMrt der Stab 
eine zunehmende Verlangerung, also auch eine wachsende Spannkraft, 
die dem Gewichte Q entgegenwirkt Aber erst, wenn der K6rper 

Q I 

um die GrSsse ^ ^o = ^ ' ^ gesunken ist, hat die Spannkraft die 

Gr5sse Q erreicht, so dass in diesem Augenblicke die Beschleunigung 
des KSrpers Null betragt. Da bis hierher die Bewegung eine be- 
schleunigte war, so wird der E5rper eine gewisse Geschwindigkeit c 
erlangt haben, die erst bei weiterer Verlangerung des Stabes, bei 
weiterem Anwachsen seiner Spannkraft, allmahlich zu Null gemacht 
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Fig. 120. 
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werden kann. Der Stab wird also eine grdsste VerlS-ngerang 
idZ>^Zo, daher auch eine starkste Spannang <i>o^ erl'ahren. 
Diese Werthe Al and o lassen sich mittels des Satzes der Arbeit 
berechnen. 

Zu Anfang hatte der K5rper die Qeschwindigkeit Null, das 
gleicbe findet statt in dem Augen- 
blicke der starksten Verlangerung 
der Stange (Fig. 120, rechte Seite); 
denn wenn im n^chsten Zeittheilchen 
dt die Wegiange ds Null betragen 
soil, so muss V ^=^ dsxdt =^ Null 
sein. In dem Verlaufe der Ab warts- 
Bewegung ist daher die gesammte 
Anderung des ArbeitsvermOgens des 
Edrpers Null, somit auch die ge- 
sammte Arbeit Nun yerrichtet das 
Gewicht Q die Arbeit Q-Al, dar- 
gestellt durch ein Bechteck. Die 
Arbeit der inneren Krafte aber be- 
tragt, wenn der Stab yoUkommen elastisch bleibt, langs eines 

Weges A I (nach GL 6, S. 109) : — -^ — = — — • ^ Z, dargestellt 

durch ein Dreieck, in welchem P den (grSssten) Endwerth der 
Spannkraft, d. h. oF bedeutet Die absoluten Werthe beider Ar- 
beiten, d. h. die Inhalte der beiden Figuren mQssen einander gleich 
sein, damit die Arbeitssumme Null werde. Also wird 

y2aFAl = QAl, Oder 

9) o = 2Q:F=2aQ und ebenso 

10) A1^2AIq. 

In der tiefsten Lage betragt die Spannkraft des Stabes 
oF=^2Q; der KSrper steht dann einen Augenblick unter Ein- 
wirkung einer auf warts gerichteten Mittelkraft 2Q — Q = Q 
und erfahrt dadurch eine auf warts gerichtete Beschleunigung p. 
Die Spannkraft wird so lange uber die Schwere das Obergewicht 
haben, bis wieder die Gleichgewichtslage erreicht ist. Der E5rper 
wird aber erst wieder die Geschwindigkeit Null haben, wenn er 
um h gostiegen ist, wenn die positive Arbeit des sich verktirzenden 
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Et^rpers gleich dem absoluten Werthe der negativen Arbeit der 
Schwere, wenn also 

geworden. ist Setzt man hierin V=^Fl, a=2Q: F ein, so 

Ql 
entsteht h = 2^^ = 2AIq = Al, d. h. der K5rper kommt auf die 

ursprungliche H5he znrQck, and nun kehren die Vorg&nge der ersten 
Auf- und Kiederbewegung fortgesetzt wieder. Eine solche, in 
gleicher Weise zwiscben zwei Orten bin und ber gehende Bewegung 
nennt man eine Scbwingung. Wir baben daber den Satz: 

Wird ein elastiscber Stab plOtzlicb der vollon 
Einwirkung eines Gewicbtes unterworfen, so erfabrt 
er dadurcb eine st&rkste Spannung, welcbe das Doppelte 
der Gleicbgewicbtsspannung betragt. Der an dem 
Stabe bangende K5rper fubrt zwiscben der bCcbsten 
und tiefsten Lage Scbwingungen aus, u. zw. um die 
Gleicbgewicbtslage als Mitte. Diese Scbwingungen werden 
durcb Luftwiderstand und dadurcb, dass der Stab sicb nicbt voll- 
kommen elastiscb yerb9.lt, allm^blicb kleiner, und Stab und 
E5rper geben endlicb in die Bube- oder Gleicbgewicbtslage fiber. 
Die aussere (somit aucb die innere) Arbeit, welcbe zu ver- 
ricbten ist, um den E5rper Q erstmals aus der Bubelage durcb 
plOtzlicbe Entfernung seiner Stutzung in die tiefste Lage zu 
bringen, betragt das Vierfacbe wie bei langsamer, bis zu Q zu- 
nebmender, Belastung des Stabes. Wabrend namlicb nacb S. 108 
21* = ^hQ'Al war, wird jetzt 

11) 2lt = Q.4Z = y. — = — 2 — = — 9Ii, 

wobei aber o und Al doppelt so gross sind, wie bei 61. 5 und 6 
S. 108/9. 

Die yeranderlicbe, auf den E5rper wirkende Gesammtkraft 
bringt man am deutlicbsten zur Anscbauung, wenn man die beiden 
Arbeitsflacben Q*Al und a'F'Al:2 der Pig. 120 mit entgegen- 
gesetztem Vorzeicben in einander scbiebt, so dass man den Unter- 
scbied der beiden Erafte unmittelbar abmessen kann. Man erbalt 
dann Fig. 121, welcbe im oberen Tbeil nacb a b warts gerichtete. 

Keck, Mecbanik. 11. 8 
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Fig. 121. 




positive, im unteren Theil nach aafw§,rts gerichtete, also 

negative ErS.fte zeigt; in der Mitte ist die Gesammtkraft gleich 

NulL Der positive Theil dieser Darstellung 

der in jeder Lage wirkenden Gesammtkraft ist 

lothrecht, der negative Theil wagerecht ge- 

schrafft 

Derartige F^Ue plOtzlicher Belastung 
kommen in der Anwendung sehr haufig vor. 
Und dieser Umstand ist einer der Grflnde 
daftir, dass man (s. S. 11) bei einer statischen Berechnung die 
zulSissige Spannong Oq erheblich kleiner als die Spannang an der 
Elasticit&tsgrenze wahlt. Wird z. B. der Querschnitt F des Stabes 
unter Annahme des Gleichgewichts f&r eine Spannang Ofiz^ also 
F=Q:Ofiz berechnet, so wird bei pl5tzlicher Belastung die wahre 
Spannung = 2 (Elasticitatsgrenze) werden. 

Will man ein kleines Gewicht an einen Eautschakfaden, oder ein grosses 
an eine Hangestange, eine Eette, einen Krahn derartig anhangen, dass in den 
genannten elastischen Korpern die starkste Spannxmg nicht erheblich grosser 
als die Gleichgewichts-Spannnng werde, so darf man dem Edrper die anl^ng- 
liche Unterstutzang nicht plotzlich nehmen, sondern mnss die nntersttitzenden 
Yorrichtnngen (bei einem kleinen Gewichte yielleicht die Hand, bei einem 
grosseren eine Windevorrichtxmg) nur langsam senken. Dabei wird dann das 
Gewicht des Eorpers allmahlich aof den Faden, die Stange oder Eette tlber- 
tragen, wahrend die Stf^tzvorrichtnng in demselben Mafs entlastet wird. 
Auf diese Weise erfShrt der Eorper keine nennenswerthe Geschwindigkeit und 
wird in dem Aagenblicke, wo die Spannkraft des Fadens, 
der Stange oder Eette gleich dem Gewichte des Eorpers 
geworden ist, seine Senkong beenden nnd im Gleich- 
gewichte verbleiben. Bei verhaltnismassig grossen Lasten 
ist dieses Verfahren schwer anzuwenden, deshalb darf 
man bei der Berechnung von Hangestangen, Eetten, 
Erahnen u. dergl. auf diesen gQiistigen Umstand nicht 
sicher rechnen und wird daher die zulassige Spannxmg 
(fur ruhende Last) entsprechend klein anzusetzen habei^. 

Die Gleichgewichtsspannung Oq wird in noch 
stUrkerem Grad uberschritten, wenn der K5rper 
in dem Augenblicke, wo er auf den spannungs- 
Ibsen Stab zu wirken beginnt, schon eine Ge- 
schwindigkeit c im Sinne der Verlangerung der 
Stange hat, indem er, etwa mittels einer Bohrung 
an dem Stabe gleitend, von einer H5he h auf einen Vorsprung am 



Fig. 122; 






m 




m^r^ 



1. Mechanische Arbeit bei der LSngenfindening eines Stabes. 115 

unteren Stabende herabftUt (Fig. 122). Ist A I die gr5s8te Ver- 
l&ngemng des Stabes, so hat nach deren Entstehung der fallende 
E5rper seine tiefste Lsyge and die Oesrhwindigkeit Nail erreicht; 
die Anderang des ArbeitsvermQgens zwischen der hOchsten and 
tiefsten Lage des EOrpers ist also wiedemm gleich Noll. Da der 
Edrper am h+Al sinkt, so ergiebt sich statt 01. 11 

12) ^-^Q(h + Al), 

Oder, mit A I '=■=-: 

E 

Diese Oleichang giebt, nach a aafgel5st: 



f 



o==^±V^+ ^^^^^ 



Oder, wenn man V=Fl, Q:F=Oq^ also Q:V=0q:1 setzt, 



(Ein negatives Zeichen vor dem Warzelaasdracke hat fflr die vor- 
liegende Aafgabe keine Bedeatang, da es sich nar um einen positiven 
Werth o handeln kann.) 

Beispiel: Der Eisenstab babe F=4qcm Querschnitt and Z=5m=500cm 
Lange, der Eorper Q babe 100 kg Gewicht und nur fc=10«>i FallhSbe; dann 
ist die Gleicbgewicbts-Spannnng <ro = 25&^, d. b. ganz unerbeblicb. Da- 

gegen wird 

<r= 25 + 1/625 + 2000000 = 1439 »t. 

In Folge der Fallhobe Ton 10 cm entstebt also eine im Yergleicbe mit der 
Enbe-Spannnng sebr erbeblicbe Anstrengung des Stabes. Die entsprecbende 
Yerlangemng betragt 

^, 1439-500 ^ 

2000000 "'"^ ' 

ist also gegen ^ = 10 cm unerbeblicb. 

Man erkennt hieraos, dass fur die meisten F&Ue A I gegen h 
vemachltoigt werden darf; dann vereinfacht sich 01. 12 zu 

8* 
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nnd anstatt 61. 13 bat man gendgend genau 



15) 



= "p^ 



^B. 



Fig. 123. 



Id obigem Zahlenbeispiel ergiebt Gl. 15 — :<r=1414»t (statt 1439»t). 

Diese Formel gilt auch fUr die Spannnng eines an seinem oberen Ende 
befestigteo, 2™ langen Seiles (Fig. 123), mit dessen unterem Ende ein K5rper 
vom Gewichte Q verbunden ist, falls das 
Sell zn Anfang nicht gerade gestreckt, 
sondern derartig schlaff ist, dass der, vorher 
anderweitig untersttitzt gewesene, dann aber 
losgelassene Korper die Hohe h durchfallen 
muss, bis das Seil straff wird. 

Endlich findet Gl. 15 auch Anwendnng 
fiir die Berechnung der Spannnng des Seiles 
einer Dampfwinde, wenn ein Korper vom 
Gewichte Q mit dem anf^nglich scblaffen 
Seile verbunden, die Winde nun aber der- 
artig in Gang gesetzt wird, dass das Seil in 
dem Augenblicke, wo es straff wird, sich mit 
einer Geschwindigkeit c bewegt. Bezeichnet 
man die dieser Geschwindigkeit entsprechende 
Geschwindigkeitshohe c^:2g mit /», so muss 
die Arbeit Qh^ welche n5thig ist, um der 
Last Q die Geschwindigkeit c des Seiles 
mitzutheilen, durch die Formanderungsarbeit 
des Seiles von der Winde auf die Last dber- 
tragen werden. Man sieht daraus, wie leicht bei unvorsichtigem Betriebe der 
Winde Seilrisse entstehen konnen. c = 2 "/sek. giebt h = 0,204 m = 20,4 cm ^ 
was fftr Q = 100kg und Z = 5»n, i^^==8qcm Querscbnitt bedingt, wenn die 
Elasticitatsgrenze nicht Uberschritten werden soil. 

b) Stab mit sprungweise ver&nderlichem ^erschnitte. 

Der Stab isOge auf eine L^nge Z^ den Qaerschnitt JF\, anf 
eine Lange I2 den grGsseren Querscbnitt F2 haben (Fig. 124)» 
Bringt man ihn dann in Slhn- 
licher Weise, wie auf S. 107 be- ^^' 

schrieben, durch eine allm9,hlich 
anwachsende Zugkraft in Span- 
nung, so wird im Querscbnitt F^ 
die Spannung a^ , im Querscbnitt 
F2 die Spannung o^ auftreten, 
zwischen denen die Beziebung besteht O2 -^2 = ^^i -^i > mitbin 
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n 



'2 - -1 ^ 



iveon man F^ = nFi setzi Bei der Erzeagung dieser Spannungen 
muss die wirkende Zugkraft eine Arbeit verrichten, welche nach 
01. 5, S. 108 betragt: 



2 E ' 2 E 

Oder, auf (Jj und JF\ zuruckgeffihrt: 

Ffir die Sicherheit des Stabes im Oleichgewichtszastande 
Icommt nur der kleinste Querschnitt in Frage. Der Baaminhalt 
(F2 — Fi) I2 , den der vorliegende Stab mehr enthalt als ein solcher 
mit uberall gleichem Querschnitt JP|, ist fur den Suhezustand 
eine Verschwendung. Fur die mGgliche Arbeitsleistung ist diese 
Verschwendung an Stoff aber sogar scMdlich; denn ein Stab von 
der L3,nge li +I2 nnd dem einheitlichen Querschnitt Fi nimmt bis 
zur Spannung o^ eine Arbeit auf 

17) «i = ^^1(^1+^2). 

Da n > 1 , so ist Sli > ^ , d. h. der Stab von gleichm9.ssiger 
St3,rke ertr^gt, bis er auf eine Spannung o^ kommt, eine gr5ssere 
Arbeit als der ungleichm^ssi^ starko Stab von gr5sserer Stoff- 
menge. Gegen Arbeitswirkung verstArkt wird daher der un- 
gleichmd.ssige Stab durch Fortnahme des far den Buhezustand. nur 
^berfitlssigen. (Nach A. Bitter, Technische Mechanik.) 

Diese Betrachtungen finden Anwendung auf einen Stab vom 
Querschnitt F2, der auf eine ge- 
ringe Linge Zi eingekerbt ist, d. h. ^^' ^'^^* 

durch Eins^gen, Einschneiden oder 
auf irgend andere Weise eine 
Schwftchungaufdie Querschnitt- 
grOsse Fi erfahren hat (Fig. 1-25). 

Es ist dann l^ gegen I2 zu vernachlSssigen, und wenn man I2 als 
Oesammtl^nge nunmehr I nennti geht 61. 16 uber in: 
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w&hrend f^r den gleichm^sig auf den Qaerschnitt F^ gebrachten Stab 

19) a,= ' "' ' '^ 






n 



wird, 80 dass ?li : 9 = n. 
Die Widerstandsf&higkeit eines Stabes gegen Arbeit wird darcb 
Einsftgen auf halben Qaerschnitt auf V^ vermindert; man kann sie 
aber auf V^ des orsprfknglichen Werthes wiedcr erhGhen, wenn man 
durch Wegnahme der H9.Ifte des Stoffes in zweckmSissiger Weise 
flberall den gleichen Qaerschnitt JFi = V2 F2 herstelli Noch mehr- 
fach wird sich das Ergebnis zeigen, dass E5rper fiberall 
gleicher Sicherheit hinsichtlich der Arbeitsleistang 
fiberraschend vortheilhaft sind. Der innere Grand liegt 
darin, dass der zal^sige Endwerth P der Zagkrafb darch Fi be- 
dingt ist, dass der ^berm93sig grosse Qaerschnitt F2 aber die Ver* 
langerang A I vermindert, wodarch auch das Produkt V2P*-4Z = ?l 
eine Yerminderang erf^hrt. Grosse Formslnderangen sind f^r die 
Aafnahme von Arbeit vortheilhaft. Ihre Yerminderang darch 
einzelne geschw9,chte Stellen wirkt sehr nachtheilig. Bei Anker- 
taaen and Ankerketten, die das Arbeitsverm5gen bewegter Schiffe 
darch die Arbeit ihrer Spannkrafte zu vernichten haben, sind Pehl- 
stellen besonders verh9,ngnisvolL 

2. Biegungs- Arbeit 

a) Prismatischer Stab. 

Ein prismatischer, bei A (Fig. 126) wagerecht eingespannter 
Stab werde am freien 

Ende durch eine von Fig. 126. 

Null ab allmdhlich 
darch P anwachsende 
Kraft gebogen. x sei 




die Biegung am freien 

Ende fur einen be- 

liebigen Zwischen- 

werth K der Kraft; 

/ die Durchbiegung, welche dem Endwerthe P der Kraft entspricht 

Da nun nach Gl. 7, S. 46: 



.r = 



3EJ' 



2 a Biegnngsarbeit eiDes prismatischen S tabes. 119 

cL h. jE' mit x verhUtnisgleich, so ist die Seziehung zwischen beiden 
GrOssen wiedenun ein Dreieck Bi Ci Di mit By Oi =/, Ci Z>i = P. 
Das Arbeitstheilchen von JSTist K*doo^ gleich einem Fl&chenstreifen 
des Dreiecks, die Gesammtarbeit daher gleich dem Inhalte des 
ganzen Dreiecks, d. h. 

1) a = V2 P/; 

es ist wieder V2 P der Mittelwerth der veranderlichen Kraft, / die 
Weglange. Weil nun 

2) /- ''" 



SO vird zon&chst $1 = 



ZEJ' 
QEJ 



und well ferner PI — a—, so ergiebt sich 

e 

wobei <y die starkste Biegungsspannung ist, J und e die bekannte 
Bedeutung (S. 22) haben. Setzt man J= Fi^ (s. S. 66), wo i der 
Tr9,gheitshalbmesser, so entsteht 

*^ ^"""6"e2";^' 

wenn wiederum Fl= V den Eauminhalt des Stabes bedeutet. 
Das Verhaltnis lie ist nur von der Form, nicht aber 
von der GrSsse des Querschnitts abhangig. Mithin ist 
bei bestimmter Querschnittsform 
die zur Erzeugung einer be- Fig. 127. 

stimmten Biegungsspannung a ^ 1 ->i 

erforderliche Arbeit nur noch V;;;;^^----- -^ --------^^ 

von dem Eauminhalte F des — 

Stabes abhangig. Mag also ein 
Stab mit rechteckigem Quer- 

schnitte lang oderkurz sein, mag er hochkantig oder flachliegend 
befestigt sein — bei gleichem Eauminhalte wird die Biegnngs- 
arbeit in alien diesen Fallen die gleiche sein. 
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Die GQltigkeit der 61. 4 ist aach nicht auf die Befestigungsart 
nach Fig. 126 beschrS^nkt, vielmehr ergiebt sich der gleiche 
Werth, wenn man den Stab an beiden Enden unter- 
statzt und in dor Mitte belastet (Fig. 127, S. 119). Es ist 
namlich wiederum SI = V2 Pf\ setzt man hierin nach Gl. 12 S. 49 

80 entsteht Gl. 3. 

Aus denselben Grnnden, die auf S. 109 entwickelt warden, 
ist Sl< = — 21 die Arbeit der inneren Spannkrafte des gebogenen 
Stabes. Ebenso kehrt sich, wenn die Kuckkehr zura spannungslosen 
Zustande erfolgt, das Zeichen von SI und somit auch dasjenige von 
SI,- am. 

Hinsichtlich der Einwirkung einer pldtzlichen Belastung ergiebt 
sich in ahnlicher Weise, wie auf S. Ill — 113 entwickelt wurde, dass 
die starkste Spannung das Doppelte der Gleichgewichtsspannung 
betragt und dass der Stab Schwingungen um die Gleichgewichts- 
lage als Mitte ausfQhren wird. 

Fur rechteckigeu Querschnitt ist J=^ ^jiiFh- (S. 24), mithin 
i2 = 1/12/^2^ ^2=, 1/4^2^ j-2.^2= 1.3^ folglich ergiebt GL 4 

F 02 

^^ * = i8-:B- 

Far kreisformigen Querschnitt ist J^ ^l\Fr^ (S. 26), 
i = V4r2, e^ = r^, daher 

F o2 

Die Biegungsarbeit ergiebt sich in diesen beiden Fallen (Gl. 5 
und 6) nur zu V^ bezw. ^/i2 der Arbeit bei der L&ngenanderuug 
(S. 108, Gl. 5). Es erklart sich dies folgendermafsen : Bei der Verl&ngerung 
herrscht an alien S tell en aller Querschnitte die gleiche Spannung <r, mithin 
wird bei einem gezogenen Stabe die Festigkeit bis zu dem gewtinschten Grade 
voUstandig ausgenutzt, wahrend beim gebogenen Stabe die starkste Spannung 
nur in dem einen Querschnitte, wo das Moment den grossten Werth erreicht, 
vorkommt, sich in der Jjangsrichtung jedoch bis auf Null verminderi Aber 
auch in dem Querschnitte des grdssten Momentes kommt die starkste Spannung 
nur im grdssten Abstande von der Nulllinie vor, und nimmt nach dieser hin 
ebenfalls auf Null ab. Die Ausnutzung der Festigkeit ist daher bei dem ge- 
bogenen Stabe rechteckigen Querschnitts eine recht ungiinstige. Beim Stabe 
kreisformigen Querschnitts ist sie freilich noch etwas ungunstiger, well bei 
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diesem die starkste Spannung im gef&hrlichen Querschnitte nnr an den beiden 
aussersten Punk ten (oben and unten) yorkommt, beim rechteckigen Quer- 
schnitte aber doch wenigstens tiber zwei geraden Linien (Oberkante und 
Unterkante des Querschnitts) sich erstreckt. 

Der Einflnss einer Verschwfichang er^ebt sich in ^hnlicher Weise wie 
beim gezogenen Stabe, ist aber noch erheblicher als dort, wenn die Einkerbnng 
an den Stellen der starksten Spannong 

(oben und onten) erfolgt. FiireinenStab Fig. 128. 

von rechteckigem Querschnitt ist 



' ^ = 75 "^ • Wird der Stab in der 



i 






Mitte (Fig. 12S) oben und unten ein- 

gekerbt, so dass von der Hohe h nur 

der Theil hi widorstandsfahig bleibt, das Widerstandsmoment also von ^/edh^ 

auf ^/ed\^ abnimmt, so wird die starkste Spannung an der Einkerbnng 

4ri = <Tj-^, Weil nun V und auch die Spannungsverhaltnisse des Stabes, ab- 

gesehen von der Einkerbnng, dieselben geblieben sind, so kann statt GL 5 
geschrieben werden 

^ ^ IS E h* ' 

Wird also durch Einkerbung in der Mitte ?^i = 0,8/t, so ist ^i* = 0,4i /i*, also 
vennindert sich die der Spannung (t^ entsprechende Biegungsarbeit auf das 
0,4ifache deijenigen, welche am ungeschwachten Stab bei der gleichen grossten 
Spannung nothig ist. 

Von diesem Umstande wird z. B. in Eisenhtitten vielfache Auwendung 
gemacht, wenn man Eisenstabe durch das Arbeitsvermogen von Hammerschl&gcn 
zerbrechen will Man kerbt den Stab an der gewiinschten Bruchstelle mittels 
eines sog. Schrotmeissels ein, wonach dann der hohl gelegte Stab unter dem 
Hammerschlage verhaltnismassig leicht zerbricht. 

b) Stab ftberall gleicher Sicherheit and gleicher H$he. 

Das Ende eines wagerecht eingespannteo Stabes von der H5he h 

werde allmahlich bis zum Werth P belastet (Fig. 129), dann er- 

h9lt der Stab bei uberall gleicber Sicherheit dreieckige Grundriss- 

form (vergl. S. 41). Seine Durchbiegung wird nach S. 51, Gl. 21 

PP 
y=— — — ; seine Biegungsarbeit wird daher nach S. 119, GL 1. 

81 = -:/ = . ^ ^ ; da nun Pl = a — , so wird 
2 AEJ e 
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Jetzt ist aber, wegen der ZaschMnog, der Bauminhalt F= ^I^Fl, 
Oder Fl = 2V^ und weil wieder f ^ : ^2 —- j . 3 ^ g^ erhalt man 



8) 



Pf Fa2 



V 



« = ^;a- 




2 " 6 -B ' 

d. h. 3 Mai so gross wie bei einem 

Stab von gleichem Baaminbalt F, 

aber mit Qberall gleichem Quer- 

schnitte; denn beim Stabe gleicher 

Sicherheit tritt die st&rkste Span- 

nang a nicht nur in zwei geraden 

Qaerlinien von der L3,nge d^ sondern l^ngs der ganzen oberen und 

nnteren Fl&che auf. 

Ein prismatischer Stab vom Kauminhalte F=Z-(2*A kann 

nach Gl. 5 eine Biegungsarbeit W = — tq — — aufnehmen. Wird 

lo Jll 

derselbe unter Fortnahme der Baummenge ^jiV zn einem Stabe 
gleicher Sicherheit umgewandelt, so ^ndert dies an seiner Trag- 
f^higkeit im Gleichgewichtszustande nichts. Seine Arbeitsf&hig- 
keit aber wird nun, weil sein Bauminhalt ^1^1* d*h ist, 



sr^=^;A4:=3^ 



Pig. 130. 



/ \ 



k-ft 



\—d — > 



12 E 

Die Fortnahme der Baummenge V2 V 
hat also die Widerstandsf&higkeit gegen 
Arbeit auf das IVsfache vergr5ssert 
(vergl. den gesperrt gedruckten Satz auf 
S. 118). 

Auch diese Beziehungen lassen sich 
ohne Weiteres auf einen Stab von der 
L9,nge I mit zwei EndstGtzen ausdehnen, 
ganz wie S. 119. Der Grundriss des 
Stabes erh^lt dann dieselbe Form, wie 
bei nachstehend zu besprechender Fig. 130. 

^eispiel: Eine Kugel von ^=10^? Ge- 
wicht, die sich rait c = 4m/gek. Geschwindigkeit 
bewegt, soil darch eine Gassstahl-Feder nberall 

gleicher Sicherheit aufgefangen werden (Fig. 130). Welche Abmessungen 
mass die Feder erhalten, wenn sie bis zur Elasticitatsgrenze (4500 at) gespannt 
werden soil? 
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Eb muss oach dem Satze der Arbeit 

9-2" 6 jE7 







mithin 



F= 



6j& 



Q- 



'^9 



seiiL 



F&r Gnssstahl ist nach der Tabelle (S. 110) 

<r2:2JE7=4,6, 
weno man nach Centimetem rechnet. Nan ist die Gresch^ndigkeitsbdhe 

42 






'^9 '^9 



rund 0,8m = 80 cm, 



daher 



O 1 A 

F= -^4-^80 = 522 00111. 

4,6 



Wahlt man vielleicht die Spannweite /=100cm^ die Dicke ?i=lcm^ 
80 muss fiir die grosste Breite d die Gleichnng gelten 100- 1 • V*<' = 522, 
mithin d= 10,44 cm. An den Enden verlangt die Sicherheit gegen Abscherung 
nnd die sichere Anflagerung eine kleine Abweichnng von der ideellen Eaaten- 
form. Das Gewicht der fedemden Platte betragt etwa 4 kg . Die Masse der- 
selben wurde bei der bisherigen Betrachtung gegenliber der Masse der Kugel 
vernachlassigt. Der dabei begangene Fehler kann erst auf Grund der Lehre 
vom Stosse (S. 146) benrtheilt werden. Ohne Rlicksicht auf diesen Umstand 
wurde man zu dem Schlusse kommen, dass die Federplatte beim Zuruck- 
schwingen die Kugel mit der Geschwindigkeit c wieder forttreiben werde; in 
Wirklichkeit fallt die Geschwindigkeit des Riicklaufs geringer aus. 



Fig. 181. 



c) Tragfedern der Fnhrwerke (Biegungsfedern). 

Die Federn, welche die Wagenkasten der Fuhrwerke tragen, 
haben den Zweck, die ErschQtterungen zu vermindern, welche darch 
UnregelmSssigkeiten der Fahrbahn 
verursacht werden. Fallt ein Fuhr- 
werk ohne Federn (Fig. 131), 
dessen Gewicht = Q ist, in eine 
Vertiefung A, so muss die Arbeit 
der Schwere Qh beim Aufschlagen 
auf den Boden der Vertiefung 
durch die Arbeit des Widerstandes 
der Fahrbahn, sowie der loth- 
rechten Erafte, mit denen die 

einzelnen Theile des Fuhrwerks auf einander drticken, aufgehoben 
werden. Ist nun der Boden wenig nachgiebig, sind die RS.der und 
das ganze Fubrwerk sehr steif gebaut, so dass nur geringe Form- 




] 



y//my/jy///j'//xeM^4f///////M 
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Fig. 132. 




^nderangen entstehen, so werden jene EiUfte, deren Arbeit =^Qh 
sein moss, in Folge ihrer geringen Wegl&ngen sehr gross. Daraos 
entsteht eine Grtliche ZersUnuig der Fahrbahn and eine starke 
Anspannong der tragenden Theile des Fnhrwerkes; auch wird dorch 
den harten Anfschlag, d. h. die starke YerzGgemng, welche anf die 
Fallbeschleunigong folgt, die Locke- 
rang der Yerbindungen (Schranben), 
NOgel) erleichtert 

Wird zwischen Achse and 
Wagenkasten eine biegsame Feder 
F eingeschaltet (Fig. 132), so wird 
beim Hinanterfallen nar noch die 
(geringere) Masse der B^er and 
der Achse hart aafiichlagen. Der 
Wagenkasten mit der Last wird 
dagegen l&ngs einer grdsseren Wegl3,Dge aafgefangen, weil die Feder 
nach dem Aafschlagen der B34er sich darchbiegt and darch ibre 
Biegangsarbeit die Arbeit der Schwere au&ehrt. In Folge der 
betrachtlichen Vergr5sserang des lothrechten Weges des Wagen- 
kastens nach* dem Aafschlagen der B9.der wird nan die Gr(^sse der 
verzGgernden Eraft so erheblich vermindert, dass an Stelle des 
zerst5renden, anangenehm fahlbaren and Urmenden Stofses eine 
sanfte lothrechte Schwingang entsteht. Gate Federn schonen also 
die Fahrbahn and das Fuhrwerk, sowie die Nerven der betheiligten 
Menschen. Die zaweilen benatzten Eaatschuk-Beifen sind eine 
Fortsetzang dieser Bestrebangen, indem darch sie aach der Stofs 
der B3,der and Achsen za einem elastischen gemacht wird. 

Die Tragfedern haben eine zweifache Aufgabe: sie m^ssen das 
Oewicht des Wagenkastens im Gleichgewichtszustande tragen, wobei 
sie eine Spannang (r erfahren, and mussen ferner im Stande sein, 
bei einer bis zar ElasticitS^tsgrenze wachsenden Spannang eine Arbeit 
zn leisten, welche die StOfse, die darch die nnregelm9,rsigkeiten 
der Fahrbahn ohne die Wirkung der Federn entstehen warden, in 
elastische Schwingangen amwandelt. Die Arbeit der Lftngen- 
^.nderang, welche nach S. 120 eine ganstige Ausnatzang des Stoffes 
erlaaben wtlrde, ist bei Stahlfedern nicht gut zu verwerthen, weil 
die L9.ngen9.nderang za gering aasf&Ut. Die Verktirzangsarbeit von 
Eaatschak-Bl5cken hat man bei Strassenbahn-Fuhrwerken frfiher 
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benntzt, aber aas den S. Ill angefiihrten Grfknden anfgeben mtissen. 

Daher verwendet man die Biegungsarbeit des Stables, bei der 

eine betr^chtlicbe Form9,nderang m5glich ist Hierzn eignet sich 

nun nach S. 122 die Balkenform ^berall gleicber HObe mit gleich- 

m&ssig ver&nder- 

licherBreite,d.h. Fig. 133. 

die Dreiecks- 

feder, beson- 

ders gut. 

Eine solcbe 
Peder ist ge- 
wohnlich in der 
Mitte unterstutzt 
und an beiden 

Enden darcb gleiche Lasten belastet; wegen der voUkommen sym- 
metrischen Anordnung betrachten wir zun9,chst nur die eine Hftlfte, 
die an dem einen Ende als wagerecht eingespannt betracbtet 
werden kann (Fig. 133). Ftir den Ruhezustand gilt ^ 




f. 



_*._-. 




1) 



O' — = 2 0-7- = a— 7^ — = JPi. 
e h b 



Mit der Rubelast ist nach S. 51 eine Durchbiegung 



2) 



/ = 



2JEJ JE h 



verbunden. Diese Gleichgewichts-Biegung / ist fur spS-tere Arbeits-^ 
leistung nicht mebr zu verwerthen, denn sie entsteht ebenso wie- 
die Spannung o scbon bei dem Aufbringen der Last. Nur der 
Spannungs-Spielraum von o bis zur Elasticit^tsgrenze z mit dem 



Arbeitswerthe 



(y2 



nach GL 8 S. 122 ist noch fur die Ver- 



6 E 

nichtung der StOfse verfugbar. Dabei vergrOssert sich die Biegung^ 
auf /i=/«^:a, der am Ende auftretende Biegungswiderstand auf 
P^= P'Zio. Die noch auszunutzende Biegungsarbeit 



3) 



2 6 jb; 



wird in der Fig. 133 rechts durch das schraffirte Trapez dargestellt.. 
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Welchen Anforderangen die Feder zu genugen hat, ist vor- 
wiegend durch die Erfahrung ermittelt worden, and diese hat man 
in der Weise zum Ansdrucke gebracht, dass eine einem bestimmten 
Zwecke angemessene Feder eine gewisse L^nge I haben moss, unter 
der Bahelast P nor bis zq einer gewissen Spannung a beanspmcht 
werden darf and dass mit der Bahelast eine bestimmte Darch* 
biegang / verbanden sein muss. Die Werthe P nnd / bedingen 
dann nicht allein die Arbeit V^ Pf bis zur Belastung mit P, sondem 
aach zugleich, weil man z:o kennt, die noch weiter verfagbare 
Arbeit (nach Gl. 3). 

Man kummert sich also bei der Berechnung der Feder nicht 
anmittelbar am die ihr zuzumuthende Arbeitsleistung, sondem bringt 
diese (zur Vereinfachung der Aafgabe) nor mittelbar durch die 
der Bahelast entsprechende Biegang / zum Ausdrucke. Jedoch ist 
hiermit die FSlhigkeit der Feder, die Last zu tragen und darftber 
hinaos noch Arbeit zu leisten, voUkommen gekennzeichnet. 

Die QuerschnitthOhe bestimmt sich aus Gl. 2 zu 

4) ^-^Mf' 

die Breite hiernach aus Gl. 1 zu 

6 Pi 



5) ci = 



oh^ 



Der BaamiDhalt V= ^/id'h-l ergiebt sich daher, wie es nach GL 8, 
S. 122, auch sein muss, zu SPf-^. 



<T' 



Beispiel: Es seien gegeben: 

P= 1900 kg; / = 5cm; <r=4500at; 

j&= 2500000 at; Z = 60cin. Dann wird nach GL 4 und 5: 

4500 602 

h = = 1 a cm • 

2500000 5 ' ' 

^ 6 . 1900 • 60 „^ 

^ = T500TMr = ^'^"^'' 

Eine Feder von so grosser Breite d ist fur die Anwendung nicht geeignet. 
Sie wird daher in solcher Weise umgestaltet, dass eine zusammengesetzte 
Feder von geringerer Breite entsteht, die aber die gleiehe Trag&higkeit und 
Biegsamkeit hat wie die soeben berechnete. Man theilt die Federplatte nach 
Fig. 134 in eine gerade Anzahl 2n (z. B. 8) parallele Streifen, vereinigt je 
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zwei mit gleichen Ziffern bezeichnete Theile zu einem Stiick and legt die so 
erhaltenen Streifen 



Fig. 134. 





nach Fig. 135 auf 
einander, wobei man 
zunachst tiber dem 
Ende jedes Streifens 
ein Elotzchen ange- 
bracht denkt, so dass 
die einzelnen Streifen 
nur dort Krafte auf 

einander anstiben 

konnen. DieseKrafte 

werden mit ITj , K^^ 

K.^ bezeichnet. 

Fig,. 136 zeigt die untere Ansicht der Feder, deren Breite — betragt. Die 
unterste Schicht A B von der Lange — biegt sich bei B nm 



Fig. 136. 




n 



K. 



6) 



f.= 



(4)' 



2JE7 



n 



I 



U 



well der Breite \/nd ein Tragheitsmoment Vn<^ entspricht. Die dartlber 

liegende Schicht mass bei B die gleiche Durchbiegnng f^^ zeigen, weil die 

zwischengelegten Elotzchen gleiche Biegung erzwingen. An dieser Schicht 

greift (Fig. 137) bei C die Kraft JKj, 

bei B die Kraft K^ an. Fugt man Fig. 137. 

in B zwei gleiche entgegengesetzte 

£2 hinzn, so bilden die gegebene 

Kraft K^ bei C und die bei B ent- 

gegengesetzt hinzngefiigte ein Krafte- 

paar 3W = £2 * V« ^> welches dem von 

D bis J? prismatischen Stabe nach 

S. 47 bei B eine Biegnng um o tp i / t ertheilt Ausserdem wirkt bei B nach 

ZJc/ • /n</ 

abwarts die Kraft K. — K^, die nach S. 47 bei B eine Biegung ^^^3"^^! ) ^ j" ^^ 
erzengt Setzt man die Somme beider Biegungen gleich f^ (Gl. 6), so entsteht 







d. h. IT, = Ko . 



2 ' 3 3 2 

In gleicher Weise erhalt man jKj = .Ki und JT, = P; d. h. die an den 
Klotzchen tibertragenen Krafte sind sammtlich gleich der Last P. Die oberste 
Lage bildet (Fig. 138) einen Balken Qberall gleicher Sicherheit, dessen Spannung 

P-^nle Pie Plh 



'/nJ 



2J 
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Fig. 138. 



dieselbe ist, wie diejenige der Platte (s. Gl. 1, S. 125); sie biegt sich 2ftifolge 

S. 52, Fig. 61 uach einem Kreisbogen yoiii 

Halbmesser 

Eh 2500000.1,3 „^, 
^=-2^= 2.4500^ ^^^^"- 

und die DurchbieguDg des freien £nde8 
betragt 



^ 2p~~'E h 




♦^^ 



n 



>J 



iiimiimiiim 



/ 



P^ 




wie bei der Platte (GL 2, S. 125). Von den tibrigen Lagen gilt Ahnliches. 
Werden die Klotzchen auf die Hfihe Null vermindert, so andert sich in der 
Wirkung der Federlagen nichts Wesentliches. Setzt man diese Schichtenfeder 
an der gedachten 

Einspannungsstelle Fig- ^^9- 

mit einer symmetrisch 
gestellten znsammen 
(Pig. 139), so ent- 
steht eine an beiden 
Enden je mit P be- 
lastete Tragfeder, die sich bei A anf ein Achslager stiitzt. Dass man an den 
freien Enden geeignete Anordnungen triffb, nm die Last P sicher auflagern 
zn konnen nnd dass man aus ZweckmEssigkeitsgrilnden den cinzelnen Lagen 
schon im spannungslosen Zustande eine Kriimmnng giebi, hat anf die Wirknng 
keinen erheblichen Einfluss. 

Der Einfachheit wegen haben wir eine Feder von nnr 4 Schichten dar- 
gestellt. In der Ausfuhrong wahlt man statt dessen vielleicht 10 Schichten 
von je 9 cm Breite. 

Kommt in der Fahrbahn eine Yertiefcing nm h vor, in die das Bad 
hineinfallt und vermehrt sich dabei die Durchbiegnng der Feder urn f^ — /*, 
so verrichtet die Schwere eine Arbeit P (/» + /i — f)- Wird hierbei die Feder 
bis zur Elasticit&tsgrenze beansprucht, so ist nach Gl. 3 (S. 125): 

P(h->tf,-f) = 'h{P,f,-Pf). 

Bei gutem Federstahl kann man die Elasticit&tsgrenze etwa zu 2^ = 8000 an- 
nehmen. Dann wird wegen / = 5 «» : 

8000 



/i = 5 



= 5 • 1 ,78 = 8,9 



cm 



4500 
P, = 1 900 • 1 ,78 = 3380 kg ; som it 



P^A-P(24-n_ 

*- 2P -•'* 



cm 



Um diese Hohe nur darf die Achse fallen, damit die Feder nicht uber die 
Elasticitatsgrenze hinaus beansprucht werde. Bei holprigen Wegen muss man 
daher <r kleiner annehmen. 
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3. Verdrehungs-Arbeit 

Wirkt am freien Ende eines am anderen Ende befestigten 
Stabes von Cylinder form (Fig. 78, S. 68) ein von bis SK stetig 
anwachsendes Yerdrehnngsmoment, entspricht dem Endwerthe ^ 
ein Verdrehungswinkel d, einem beliebigen Zwischenwerthe 3W' der 
Verdrehungs winkel q), so ist far eine Zanahme dieses Winkels am 
d<p die Arbeit (nach 1. Theil, 2. Aufl., S. 225) 

d% = 2Sl'd<p. 

Weil nun nach S. 70, Gl. 4 SK ' mit <p verhaltnisgleich wSlchst, 
so wird wie in den Mheren ahnlichen Fallen die Gesammtarbeit 

1) %l = \/2md. 

Setzt man die Werthe SK und ^ aas Gl. 3 und 4, S. 69/70, 
ein nilmlich 

m = ^ und ^=^, 
r GJo 

wobei T die st&rkste Schubspannnng bedentet, so wird 

2 <? r2 
Oder, wenn man Jq = Fig- und Fl==V setzt, 

Da nun ffir kreisfOrmigen Querschnitt Jo^= V^*"^. so entsteht 

Ft- 
3) «=4^. 

Fiir rechteckigen Querschnitt von den Seiten h und h (mit 
b^h) war (S. 74. Gl. 13) 

'm = ^V'F-b 

und nach S. 76, Gl. 16 

Daher wird 

%=>y,md^^Fl[\ + ^) Oder 

Keok, Hechanik. IE. ^ 
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Im gflnstigsten Falle, fur h = h, giebt dies 

im ungtinstigsten Falle aber, fiir b:h = 0: 

Um die Verdrehungs- Arbeit mit der Verl anger ungs- Arbeit ver- 
gleichen zu kOnnen, bedenke man, dass nach S. 17 bei ^leicher 
Sicherheit etwa T = 0,8(y zu setzen, dass ferner G = Oj^E ist, 

dann wird -r- = 1,6 -= . 

Ffir den Vollcylinder ergiebt sich nach 61. 3 

7) 31 = 0,4F^, 

d. h. Vs der Veriangerungs-Arbeit (vgl. S. 108, GL 5). Bei einem 
Hohlcylinder von geringer Wandstarke ist annahernd iq = y* , 

daher (nach Gl 2) 

V t2 a- 

8) 21 = |_ = 0,8t4, 

also noch erheblich gunstiger als bei der Yeriangerang. Die 
Drehungsarbeit eines Hohlcylinders ist hiernach die gunstigste Art, 
unter der ein Stab Arbeit aufzunehmen vermag. 

Verdrehungs-Federn. 

Gerade Verdrehungs federn werden wohl als Thurschliesser 
an eisernen Pforten benutzt. Wahlt man einen Stahlstab mit 
quadratischem Querschnitte von 6 = 0,4^™ Seite und Z = 120®°' 
LSnge, so ertrSgt derselbe bei einer zulassigen Schubspannung 
T==3600** ein Drehmoment (nach S. 74, Gl. 13) 

2R = 1^. 3600-0,43 = 51 «"k^ 

welches, wenn die Thurklinke 50^°* von der Drehachse entfernt ist, 
durch einen Kraftaufwand von 51:50 = rund 1^ zum OfiFnen der 
Pforte uberwunden wird. Der Winkel t?, um den die Thtir gedreht 
werden darf, betrSgt nach S. 129 mit (? = 0,4jB= 880000** 

. 0,8 » 3600 ^^ ^ _ ,, 2.180 ,,.^ . 
= ftftOQOO ' ' ^ ^ ' ' = 115 Grad, 
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Fig. 140. 




Gewundene Verdrehungsfedern dienen in feiner Aus- 
ffihrung alfl Federwagen, in grOsserem Mafsstabe als Tragfedern bei 
Strassenbahn-Fuhrwerken und als BuflPer- 
federn bei Eisenbahn-Fuhrwerken. Fig. 140 
stellt in Ansicht and Grundriss einen nacb 
^inem Ereise vom Halbmesser JR gekrummten 
Stab dar, der bei A fest eingespannt, bei 
B and B^ je mit einem nach dem Mittel- 
pankte fQhrenden steifen Arme yon der 
L9.nge R verseben ist; an den Enden dieser 
beiden Arme wirke je eine rechtwinklig 
zar Ebene des Ereises stehende Eraft P. 
Die Eraft P ubt dann auf alle Querschnitte 
des gewandenen Stabstacks ein Verdrehangs- 
moment PR aus and erzeagt an einem 
Bogentheilchen da einen Verdrehangs- 
winkel rfd, der aas Gl. 4, S. 70, bezw. 
Gl. 16, S. 76, folgt, wenn man I mit ds 
vertaascbt. Bei einem Mittelpanktswinkel a 
des Kinges hat man I mit i2a za yer- 
taoschen, um den gesammten Verdrehungs- 

winkel d za erhalten, und R9 ist dann angenahert die Verschie- 
bung GCi =/ des Angriftspunktes der Eraft P, solange es sich um 
kleine ^ handelt, da dann audi die Ver- 
biegung der Arme BG und BiG^ yemach- 
l^sigt werden darf. 

Bei einer cylindrischen Schraaben- 
fedep yon n frei liegenden Windungen 
{Fig. 141) hat man entsprecbend I mit 
2njri2 zu yertauschen. lliernach gilt fur 
«ine Feder, deren Querschnitt ein Ereis 
vom Halbmesser r, nach S. 129: 





9) 



2R = P jB = iro == 



rJn Tr^JT 



und dam it 



10) f=.Rd = 



P2nnR^ 



GX 



= P 







4ni^3 



-— 2nn — 
G r 
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Bei der Benatzong solcher Federn zu Waagen und Kraft- 
messern bedingt die Verh&ltnis-Gleicfabeit von / and P eine gleich- 
m9ssige Theilung. 

Fflr eine Feder von rechteckigem Qaerschnitt h-h ist nacb 
Gl. 13 und 16, S. 73 und 76 



11) 



12) 






/=iei? = i,6 






1 + 






Eine kegelfirmige Schrauben- 
feder (Fig. 142) bildet im Grundrisse 
eine Spirale. FCir einen Punkt Q 
im Abstande q von der Acbse ist 
das Moment Pq^ wechselnd von 
P-Ki bis P-Bj' Ein Bogentheilchen 
-ds giebt einen Verdrehungswinkel 

-yds = —Q'dq) 

(wenn d der Verdrehungswinkel fur 
eine LSnge I ist) und eine Verschie- 
bung des Angriffspunktes von P um 

df=QjQ'dq). 

Die Gesammtverschiebung ist also 




'./5'T'!^</^^^<%,-^4'^,^^>;,^'<:^^;'/<;>v<<; y'A' '^. ; 




'-O 



Man kann annehmen, dass q sich nach einem Geradlinien- 
Oesetz ftndert, d. h. 

^^~^ = 77^ also e = JR9 \i ^ y » so dass 

P2 — ^1 2w;r ^ - 2n;r 

do = ^r ^ (^fl? Oder 

2n;r ^ 

2nJr 
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Ffir eine Feder von kreisformigem Qaerschnitte (Halb- 
inesser r) gilt fQr die stftrkste Spannang t die Gleichung 



r^Jt 



Ferner ist nach S. 70, Gl. 4: 



1^ = 77-7-/, daher 
P 2nn: C^' Pn7t{R,y^ — R.^) 






Ffir eine Feder von rechteckigem Qaerschnitte {h-h mit 
h^h) gilt fur die starkste Spannung t die Ql. 14, S. 74, mit 

15) PjR2 = _r-^, daher r^ = -g- — jr— ' 

und far die Verschiebung erhSllt man, wenn ^ aus 61. 15, S. 75 

3 
mit 0,3 statt-x- eingesetzt wird, 

Derartige Federn (Wickelfedern) sind als Bafferfedem der Eisen* 
t)ahnwagen gebrftuchlich. 

Beispiel: Fiir die cylindrlsche Schranben-Tragfeder eines Strassenbahn- 
■wagens sei 1? = 8 c™ , der Querschnitt ein Kreis vora Halbmesser /• =*= 1 cm , 
-die zulassige Schubspannung t = 3600 »* ; (r = 1 000 000 a* ; w = 8 . Dann 
1st die zulassige Belastung nach 61. 9 

^, 3(500 • 1 • ;r ^^^ ^ 
P=— ^^— = 707kg, 

•die entsprechende Zusaromendruckung nach Gl. 10 

f = ^^^^ 2 • 8 • :r • 64 = 1 1,6 cm . 
' 1000000 ° ^ "* ^^''^ 

Die denkbar leichteste Metallfeder wtirde eine aas einer dtinnwandigen 
Rohre gewundene cylindrische Schranbenfeder sein. 

Weiteres fiber Berechnung der Federn giebt z. B. Kirsch in Ztschr. d. 
Ver dtsch. Ing. 1898, S. 429. 

Schlnssbetnerkang : Bei s^mmtlichen vorstehenden Unter- 
^chungen tiber Form^nderangs-Arbeit and ihre Anwendung wurde 
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die Masse des elastischen Eorpers vernachliLssigt. Auf Grand dieser 
VernachlS^ssiguDg war es zul&ssig, die fur eine langsam stetige 
Formanderung hergeleitete Arbeit auch auf Faile anzuwenden, bei 
denen die Form^nderubg mit einer gewissen Pl5tzlichkeit erfolgt 
Die Berucksichtigang der Masse des elastischen Edrpers und der 
Beschleunigung seiner einzelnen Tbeile erschwert die L5sung der- 
artiger Aafgaben in solchem Grade, dass man sich far die meisten 
Falle der vorsteHend entwickelten Gleichungen bedienen wird; jedoch 
darf man nicht abersehen, dass das Ergebnis der 'Bechnung nar 
annahernd richtig sein kann. 

Eine pl5tzliche Belastang, jedoch ohne Stofs, hat stets 
Schwingangen zur Folge, bei denen die st^rkste Spannung das 
Doppelte der Gleichgewichts-Spannung betrSgt. Dieses Ergebnis 
findet auch Anwendung auf die verschiedenen Falle der Be- 
schleunigungs-Zustande elastischer KSrper. Auf S. 97 wurde aus- 
drucklich vorausgesetzt, dass sammtliche Theile des KSrpers dber- 
einstimmende Bewegung haben. Der K5rper befindet sich dann in 
scheinbarer Ruhe in Bezug auf einen Kaum, der dieselbe Bewegung^ 
ausfuhrt. War der Korper vorher spannungslos und treten die 
Krafte, die den Beschleunigungszustand herbeifahren, pl5tzlich auf, 
so wird nur der Schwerpunkt des KSrpers diejenige Beschleunigung p 
haben, welche S. 97 u. ff. fur seine sammtlichen Theile vorausgesetzt 
war. Die einzelnen Theile aber werden um die scheinbare Gleich- 
gewichtslage Schwingungen ausfuhren, bei denen die Spannungen 
auf das Doppelte der auf S. 97 u. flF. berechneten Werthe anwachsen 
kOnnen. 

Da die Fonnanderungen elastisch-fester Kfirper innerhalb der 
Elasticitatsgrenze den Belastungen yerhaltnisgleich sind, so kann 
die Messung der Formanderung zur Bestimmung der Belastang 
benutzt werden. Aus diesem Grunde finden Biegungs- und Ver- 
drehungsfedern ausgedehnte Anwendung bei Kraft- und Gewichts- 
messern (Federwaagen, Federmanometer, Dynamometer u. dgL). 
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D. Stofs elastiscli-fester KOrper. 

Treten zwei KSrper wahrend der Bewegung mit einander in 
Berflhrung und haben sie an der Beruhrungsstelle verschiedene 
Geschwindigkeit, so WBrden sie im Allgemeinen gegenseitig auf 
ihre Bewegung einwirken, d. h. gegenseitige Krafte auf einander 
ausuben. Die hiermit zusammenh9,ngenden Bewegungs-Erscheinungen 
nennt man Stofs. Die Bichtungslinie des gegenseitigen Normal- 
drucks zwischen den EOrpern heisst die Stofslinie. Geht die 
Stofslinie durch die Schwerpunkte beider KOrper, so heisst der 
Stofs central, sonst excentrisch. Bewegen sich beide KOrper 
rein fortschreitend, u. zw. in der Kichtung der Stofslinie, so heisst 
der Stofs ein gerader. 



I. Gerader centraler Stofs. 

Der stofsende E5rper habe die Masse M und im Augenblicke 
des Zusammentreffens die Geschwindigkeit c, der getroifene Kdrper 
von der Masse M^ die kleinere Geschwindigkeit ci (Pig. 143). Die 
KOrper tiben nun an der Beruhrungsstelle gegenseitige gleiche 
Normalkr&fte N auf einander aus und 
drtlcken sich gegenseitig zusammen, ^-~^ ^^^ 

bis der Abstand der Schwerpunkte S / M ^\/^^ld^\ 

und Si beider K5rper den kleinsten ^-4 o 1 — o — f4 

Worth erreicht hat Bis zu diesem V J^^L^ 

Augenblicke hat sich die Kraft iV, von ^ ^ 

Null beginnend, stetig vergr5ssert ^ ...j!f..> ^ 

Diese Erscheinungen bilden den ersten ^ ^ 

Abschnitt der Stofsdauer. Darnach "" 

erfolgt dann im zweiten Abschnitte des Stofses eine Wieder- 
ausdehnung der KOrper, wobei die Schwerpunkte sich wieder von 
einander entfemen. In dem Augenblicke der starksten Formanderung, 
welcher zwischen beiden Abschnitten des Stofses liegt, haben die 
Schwerpunkte aufgehOrt, sich zu nahern und beginnen, sich von 
einander zu entfernen. In diesem Zeitpunkt ist also die scheinbare 
(relative) Geschwindigkeit der beiden Schwerpunkte gegen einander 
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Null, d. h. beide haben eine gemeiDsame Geschwindigkeit u. Im 
zweiten Abschnitte wirkt die Kraft im Allgemeinen noch fort, Ter- 
z5gert M noch weiter bis auf die Geschwindigkeit v and beschlen- 
nigt gleichzeitig M^ bis zur Geschwindigkeit v^ . Mit dem Eintritte 
dieser Geschwindigkeiten mag die gegenseitige Einwirkang {N) aaf- 
h5ren und damit aach der Stofs beendet sein. 

Es kommt darauf an, aus den Geschwindigkeiten c und ci 
vor dem Stofse die Geschwindigkeiten v und vi nach dem Stofse 
za ermitteln. 

In deD Figuren sind die Geschwindigkeiten vor dem Stofse mit vollen 
Linien, die Geschwindigkeiten im Augenblicke der stErksten Form&ndemng ge- 
stiichelt, die Geschwindigkeiten nach dem Stofse strichpnnktirt gezeichnet. 

Sehr einfach ist die Bestimmung der gemeinschaftlichen Ge- 
schwindigkeit u im Augenblicke der st9,rksten Form^nderung. Die 
VerzOgerung p des Schwerpunktes der stofsenden Masse M und die 
Beschleunigung p^ des Schwerpunktes der gestofsenen Masse M^ sind 

N N 

7? = -r-; »i = -^7- , ihr VerhSltnis 
M Ml 

1) p:pi = Mi'.M 

d. h. umgekehrt wie die Massen. Die Geschwindigkeits-Anderungen 
von S bezw. Si wahrend eines Zeittheilchens sind p'dt und pidt 
und stehen in demselben Yerhaltnisse Mi : M. Da dieses YerhSlltnis 
ganz unabh&ngig von der (sehr yer9.nderlichen Gr5sse der Kraft A" 
ist, so mfissen in demselben unveranderlichen Verhaltnis auch die 
Geschwindigkeits-Anderungen der beiden Massen fur jeden beliebigen 
Theil des Stofses, sowie auch fur die ganze Stofsdauer stehen. 
Daher fur den ersten Abschnitt des Stofses: 

2) 

ffir den zweiten Abschnitt: 

3) 

fur den ganzen Stofs: 

r^ — f, M 



c — u 


^. . 


tl — Ci 


M • 


ut • 

U V 


_^. . 


Vi — u 


M ' 


C — V 


M, 
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Aus Gl. 2 findet man leicht die Unbekannte 

Hieraus ergeben sich die Geschwindigkeits-Anderungen der 
beiden Massen im ersten Abschnitte des Stofses, wenn maD in c — n 
nnd u — cj den Werth von u nach Gl. 5 einsetzt und mOglichst 
zQsammenzieht, za 

6) c — it = ~ und 

M 



1 + 



Jf, 



.f-C, = — . 

^ M 

Diese Vorgange im ersten Abschnitte des Stofses sind von der 
Beschaffenheit der K5rper und von der Heftigkeit des Stofses ganz 
unabh^ngig. Anders ist es mit den Yorgangen im zweiten Ab- 
schnitte; diese lassen sich nicht mehr mit gleicher Sch9.rfe be- 
stimmen, da sie wesentlich von dem Grade des elastischen Ver- 
haltens der E5rper abh^ngig sind, zu dessen Eennzeichnung eine 
Erfahrungsgr5fse eingef&hrt werden muss. Die Geschwindigkeits- 
Anderung u — v der Masse M w^hrend des zweiten Abschnittes 
werde nSmlich auf die Geschwindigkeits-Anderung c — ii derselben 
Masse im ersten Abschnitte bezogen durch die Festsetzung 

Xi — V = lc {c — t«) . 

Dieses selbe Verha^ltnis gilt dann wegen GL 2 u. 3 auch fur die 
Masse Mi , d. h. 

Vl W a= fc (W — Cj) . 

> 

Die Verhaltniszahl k heisst der Koefficient der Stofs-Elasticitat, 
wofllr wir kurzer Stofsziffer sagen. Wenn die Geschwindigkeits- 
Abnahme der Masse M im zweiten Abschnitte k mal so gross ist 
wie im ersten, so muss sie wahrend b eider Abschnitte das (1 + fc) 
fadie deijenigen des ersten Abschnittes betragen, daher 

8) c — v^{c — v) (I + fc) 

und ebenso die Geschwindigkeits-Zunahme von M^: 

9) v,-'C,=^{u~-c,){\ + k), 
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Oder mit HuU'e der GL 6 u. 7: 

10) e-t. = -^=A,(i+fc). 

1 +— - 

11) i,^_e,=-^:iA,(l+fc). 

1 +^ 

c — ci ist der Qeschwindigkeits-Unterschied der beiden Massen 
beim Zusammentreffen ; wir wollen ihn kurz die Stofsgeschwin- 
digkeit nennen. Von dieser ist die Heftigkeit des Stofses ab- 
haDgig. Die Nenner in Gl. 10 u. 11 haben die Form 1 + Ver- 
haltnis der beiden Massen, wobei diejenige Masse zuerst geschrieben 
wird, um deren Geschwindigkeit es sich gerade handelt. 

Fur die Gr5sse k ergiebt sich noch eine andere Bedeutungt 
wenn man die Gl. 8 u. 9 zusammenzahlt; es entsteht dann 

c — V + vi — Ci = {c — ci) (1 + k) Oder 

vi — V = (c — Ci) k^ daher ist 

1 9\ L — ^1 ~ ^ _ Gescbwindigkeits-Unter schied nach dem Stofse 
c — ci Geschwiudigkeits-Unterschied vor dem Stofse 

Vergleicht man das gesammte ArbeitsvermOgen beider Massen 
vor dem Stofse mit demjenigen nach dem Stofse, so ergiebt sich 
im AUgemeinen ein Unterschied, der sogen. aussere Arbeits- 
verlust ^v'j es ist 

^, = V2 (Mc^ + J/i e{^ — Mv^' — J/i vi2) 
Oder anders geordnet 

2% = Jf ((?2 _ v2) _ M^ {Vi^ — Ci^) 

= M{c — v){c + v) — Ml {vi — Ci) {vi + Ci) . 
Weil nun nach Gl. 4: Jfj (v^ — q) = M{c — v) ist, so wird auch 

Setzt man hierin die Beziehung v^ — v = (c — ci)k (GL 12) ein, 
so wird 22lv = Jf (c? — If) ((? — oj) (I — k), und es entsteht 
schliesslich, wenn man noch nach Gl. 10 t* — v auf e? — Ci zuruckftlhrt: 
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a) Festsetznng der Stofsziffer k. 

1) Verhalten sich die KOrper beim Stofse vollkommen 
elastisch, so werden sie nach Beendigung des Stofses keine 
bleibende Form^nderung zeigen. Die negative Arbeit der inneren 
Spannkr^fte bei der Zusammendruckung wird dann durch die posi- 
tive Arbeit bei der Buckkehr in den spannungslosen Zastand voU- 
st&ndig aafgeboben. Da nun, wenn man beide Massen als eine 
Gruppe auffasst, N eine innere Eraft ist and 9,assere Kr9.fte nicht 
vorhanden sind, so mass das ArbeitsvermOgen. nach dem Stofse 
dieselbe Gr5sse haben wie vor dem Stofse. Es bedingt dies, dass 
in GL13) 1 — k^ = Oy mithin A; = 1 werde. Beim vollkommen 
elastischen Stofs ist also die Stofsziffer k=l. Ein 
Arbeitsverlust tritt nicht ein. 

2) Der Gegensatz hierzu ist, dass die K5rper beim Stofse 
sich gar nicht elastisch, sondern vielmehr vollkommen bildsam 
Oder plastisch verhalten, dass sie nach dem Eintreten der st^rksten 
Pormanderung gar kein Bestreben haben, zur urspranglichen Form 
zurtickzakehren. In diesem Falle kommt der zweite Abschnitt des 
Stofses gar nicht zu Stande; es ist sonach k = 0; die Geschwindig- 
keiten v und Vi werden beide = w, d. h. die beiden KSrper gehen 
nach dem Stofse mit gleicher Geschwindigkeit u weiter. In 
diesem Falle besteht die Arbeitsverrichtung nur in der negativen 
Zasammendruckuiigs -Arbeit, die den Verlust an Arbeits- 
vermOgen hervorruft: 

man erhalt diesen Werth, indem man in Gl. 13 fc = setzt. Also: 
beim vollkommen unelastischen Stofs ist die Stofs- 
ziffer k^O. 
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3) Streng geDomroen giebt es weder einen vollkommen elastischeiif 
noch einen vollkommen anelastischen Stofs; vielmehr sind die 
wirklichen S:5fse unvollkommen elastisch, and es liegt k 
zwischen nnd 1. Ob ein Stofs mehr oder weniger elastisch aus- 
i^Ut, h^ngt nicht allein von der Beschaffenheit der E5rper ab, 
sondern auch von der Heftigkeit des Stofses, von der Stofs- 
geschwindigkeit c — <?i . Die Stofsziffer nahert sich am so mehr 
der Einheit, je elastischer die KQrper sind (Elfenbein, Glas, Kant- 
schak) nnd je geringer die Heftigkeit des Stofses ist; sie nahert 
sich um so mehr der Null, je bildsamer die KOrper sind (Wachs, 
Blei, ungebrannter Thon) und je heftiger der Stofs erfolgt. 

FQr einen gegobenen Fall kann man die Stofsziffer k durch 
Versuche ermitteln. Auf ein^n festen Boden (Fig. 144) legt man 
cine Platte aos bestimmtem Stoffe, 19,sst eine 
Kugel M von ebenfalls bestimmtem Stoffe Fig. 144. 

aus einer H5he h herabfallen und beobachtet, ..lO^ 

bis zu welcher H5he h^ sie wieder empor- j ^ 

springt. Um auf diesen Fall die 61. 10 und 
11 anwenden zu k5nnen, muss man zunachst h O 

'A 

beachten, dass die in diese Gleichungen ein- 
zufDhrende Masse M^ nicht gleich der Masse 
der Platte ist, dass vielmehr die Platte, . i-^ 






Oil 
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weil sie auf dem unnachgiebigen Erdboden 
gelagert ist, fur den Stofs gewissermassen 
mit der ganzen Erde zusammen eine Masse M\^ bildet, so dass 
Jl/i : 3f = oo Oder Jf : Jf, = zu setzen ist In alien Fallen, wo 
ein durch einen Stofs getroffener K5rper in irgend einer Weise 
unbeweglich gemacht ist, kommt dieser TJmstand dadurch zum 
Ausdrucke, dass man Jf: Jtfj = setzt, weil nur hierdurch in Ql. 11 
die Geschwindigkeits-Anderung v^ — c^ zu Null gemacht wird. 

Da die Platte die Geschwindigkeit cj = hatte, so wird (Gl. 10) 

c — r = c(l -{- ik) = c + ^^» 

also 1/ = — ck. Nun ist c= 1/2^ A; das negative Zeichen von 
ck bedeutet, dass die Geschwindigkeit nach dem Stofse aufwarts 
gerichtet ist Es wird v gemessen durch die SteighOhe 
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mithin ist 

15) 



"=11- 



Fur vollkommen elastischen Stofs mflsste /ij = h werden ; fur A; = 
wird Ai a= . Die Ergebnisse eines solchen Versuches k5nnen 
naturlich nur anf solcbe F^lle angewandt werden, wo dieselben 
Stoffe vorliegen wie beim Versucb und auch die Stofsgeschwindigkeit 

€ — ci etwa =\^2gh ist Der Luftwiderstand ist fur kleine c zu 
yernacblSlssigen. 

Fnr GeschwindigkeiteD, wie sie auf dem Billard vorkommen, ist bei Elfen- 
bein k = ^^9. Fur geringe Geschwindigkeiten ist bei Glas fc= ^^/le^ fur StabI 
und Kork > . Far Holz ist bei etwa 0,4 m Fallhohe k = V« • 

b) Uuelastischer Stofs. 

Fur k = haben beide K5rper nach dem Stofse die gemein- 
schaftlicbe Oeschwindigkeit 

16) V 

und einen Verlust an Arbeitsvemi5gen (Gl. 13, S. 139) 

^ ^^"^Jf + Jfi 2 • 

Bewegen sich die beiden K6rper gegen einander (Fig. 145), 
so vertausche man Ci mit — c^ ; dann wird 

Mc — Ml Ci 



Mc + Ml Cx 



18) V = I'l = w 



19) 



MMi (c + <-i)2 



and 



Pig. 145. 



V 



M+M. 




Sind nocb beide Massen und deren 6e- 
schwindigkeiten einander gleicb, so wird 
V = Vi = und c ^ '^^ 

20) ?r„=f^ = 2^, "■■■"■" 

d. h. in diesem Falle geht das gesammte durch die Geschwindig- 
keiten der KOrper bedingte Arbeitsverm5gen fur die aussere Bewegung 
verloren. Freilich verschwindet das ArbeitsverraOgen nicht spurlos, 
vielmehr wird es zum grOssten Theile, wie die Arbeitsverluste durch 
Beibung (1. Theil, 2. Aufl., S. 269) in Warrae, zum kleineren Theil 
in Schallschwingungen umgewandelt. 
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c) Anwendnng des Stofses; Einrammen von Pfahlen. 

Da die Geschwindigkeits-Anderungen beim Stofse sehr schnell 
erfolgen, so wird die entsprechende Kraft A^ haufig sehr gross. Die 
technische Verwendung des Stofses hat meist den Zweck, mit ver- 
gleichsweise einfachen Mitteln grosse Krafte auszauben, z. 6. beim 
Eintreiben yon N§.geln and P^hlen, beim Schmieden a. dgl. Man 
konnte ja einen Nagel auch durch Belastung ins Holz eindrucken; 
jedoch w^re dies zu umst^ndlich and daher nnzweckmassig; die 
zum Eindrucken erforderliche Kralt lasst sich mittels eines Haramer- 
schlages in einfachster Weise hervorbringen. 

Beim Eintreiben von NSgeln and dem Einrammen von Pfiihlen 
sind die Yerhaltnisse so beschaffen, dass man den Stofs als an- 
n^hernd anelastisch (A; = 0) annehmen kann. Auch hat der ge- 
troflFene KSrper Mi vor dem Stofse die Geschwindigkeit q = 0; 
daher wird 
91^ -^g 

der Verlust an (aasserem) Arbeitsvermogen 
22) . 31, ^ ^^' ''' ~ ^"^ ' 



Bei letzterer Schreibweise von 21^ ist ^/2Mc^ das vor dem Stofse 
vorhandene Arbeitsverm5gen ; der zagehOrige Faktor ist die Ver- 
haltniszahl, welche angiebt, der wievielte Theil des ursprflnglichen 
ArbeitsvermSgens verloren geht. Wahrend der sehr kurzen Stofs- 
dauer erfolgt noch keine erhebliche Bewegang der Masse Mi ; nach 
dem Stofse ab'er gehen die Massen M and Mi mit der gemeinsamen 
Geschwindigkeit u weiter; der ihnen verbliebene Best an S,asserem 
ArbeitsvermOgen 

23) 31, = :^ _ Sl„ = ^'' ^ 



2 "" 2 M, 

wird nan daza verwendet, den Widerstand PT, der sich dem Ein- 
dringen des Nagels oder Pfahles entgegensetzt, langs eines Weges s ^ 
der Eindringangstiefe, za uberwinden. Hiernach ist ^^ gewisser- 
massen die Natzarbeit des Stosses, wSlhrend ^/^Mc'^ durch Arbeits- 
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aafwand erzeugt werden musste. Man kann daher bei StOfsen, die 
das EintreibeD eines Nagels Oder Pfahles zam Zwecke haben, 
8fi : (V2 ilf C-) den Wirkungsgrad des Stofses 

24) 1^, = ^- 



1^ 



M 



Fig. 146. 




nennen. Dieser wird um so gr5sser, je kleiner M^iM, oder je 
grosser Ii\M^ ist. Es muss daher der treibende K5rper 
mOglichst schwer im Verhaltnisse zum getriebenen 
KOrper sein. Wtirde der Hammer nur ebenso schwer sein wie 
der einzutreibende Nagel, so ware ^j nur 0,5, d. h. von der zum 
Hammerschlag aufgewandten Muskelarbeit wurde nur die H^lfte 
nutzbar, wHbrend die andere H§.lfte in schadlicher Weise unter Er- 
zeugung von Warme und Schall dem Nagelkopfe bleibende Form- 
anderungen ertheilen wurde. 

Beim Pfahlrammen lasst man einenBamm- 
klotz vom Gewicht Q = Mg aus einer Hohe A 
auf den Kopf des Pfahles vom Gewichte Qi =ifi^ 
herabfallen (Fig. 146). Die zu je einem Heben 
des Bammklotzes aufgewandte Arbeit QA setzt 
sich beim Fallen in ausseres ArbeitsvermOgen 
^I^Mc^ um; davon geht der Theil §1^ fur den 
Zweck verloren; mit dem Keste, der nach 01. 21 
betragt 

1+^ 
Q 

werden beide EOrper nach dem Stofse sich ab- 

warts bewegen. Ist $ die Weglange dieser Weiter- 

bewegung, so verrichtet die Schwere noch die 

Arbeit (Q + Qi)«, wahrend der Widerstand W des Erdreiches die 

Arbeit — Ws leistet. Sonach ist 

25) W8=^{Q4- Q^)8 + Qh — ^. 

1+^ 

Hieraus kann man W berechnen, wenn s heobachtet wurde. 
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Beispiel: 1st §=1200 kg, Q, = QOO^s, /t = 80cm und 5 = 0,5 cm, 
so wird 

Tr.o,. = 1800-0,. + ""?•'" 

J, 5 

= 900 + 64000, daher 
Tr= 129800 If? . 
Das Glied {Q •\- Qyjs hat so unbedeatenden Einfluss, dass man genau genng 

26) Ws = Qh j:- setzen kann, also 

1 + -^ 

Q 

Tr= 128000 kg. 

Bis zu diesem Werthe diirfte die Belastung des Pfahles steigen, ohne dass der 
Pfahl einsanke. Da aber vorstebende Bechnniig ziemlich rob ist, erfabrnngs- 
m&sig aucb der Widerstand des Erdreicbes nut der Zeit abnimmt, so wablt 
maD^ nm sicber zu geben, als zulassige Belastung nur etwa ^/is des nach 
GL 26 berecbneten Wertbes von TT, d. h. rund 7000 >g. 

Berucksichtigung der Elasticitat des Pfahles. 

Nach den Oleiehungen 25 und 26 wurde jeder Schlag von noch so 

geringer Fallh5he h eine gewisse, wenn auch kleine Eindringangs- 

tiefe s des Pfahles zur Folge haben, da erst ftir h = auch s = 

wird. Dies triflft aber in Wirklichkeit nicht zu. Bis zu 

einem gewissen Grenzwerthe Aq ^^^ Fallhohe des Ramm- ^^* 

klotzes entsteht gar keine Eindringung des Pfahles, sondern 

er wird nur elastisch zusammengepresst, worauf er sich 

dann wieder ausdehnt. Soil sich namlich der Pfahl vom 

Querschnitt F und der L9.nge I durch Einwirkung von 

oben unter Cberwindung des Widerstandes W abwSxts be- 

wegen, so muss an dem unteren Ende des Pfahles eine ^ 

Spannung o = W:F hervorgebracht sein, und man kann ^^^^ 

mit einiger Wahrscheinlichkeit annehmen, dass nahezu der 

ganze Pfahl auf diese Spannung gebracht werden muss, bevor er 

einsinken wird (Fig. 147). Dazu ist aber nach S. 108 eine Arbeit 

V 0^ 

-n^B erforderlich. Diese muss man von dem Arbeitsverm5gen des 

Pfahles und des Bammklotzes abziehen, und erst der Rest ist 
=Ws zu setzen. Mithin wird, well F==jPZ, 

Qh WH 



27) W8 = 



Q 
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Die unwirksame Fallh5he ^o orh&lt man, wenn man s = und 
A = Aq setzty d. h. 

Von der H6he h wird also nur h — h^ wirksam. Dieser Einfluss 
wird besonders bei langen Pf&blen bedentend. 

Beispiel: 1st wiederum C== 1200 kg, Q^==600kg, fc = 80cn, Pfahl- 
dicke d=30cm, F=700qciii, Z = l0m=1000ciii, JE;=120000**, «=0,5cii', 
so wird 

_ 1200>80 TTMOOO 

'""" 1,« 2.120000-700 • 

Dies giebt rund Tr= 70000 kg, wovon man etwa V^o, d. h.. 7000 kg, als sicher 
znlassige Belastung des Pfahles nimmt. Ftir die unwirksame Fallhohe wird 

mit ^0 = etwa 36 cm . Mit Berticksichtignnjr 



1200.^0 700002.1000 



1,6 2 . 120000 . 700 

dieses Umstandes wird dann der Wirkungsgrad der Eamme (statt nach GL 24) 
nnr sein: 

_ Q{h-\) 1 __< 3(fe-feo) _ 80-36 _ 

«^ ' .«i~W + «i)^~ M- 80 -"'''• 
"^ Q 
Dnrch Vergrosserung von h wurde derselbe erhoht werden. — Grossen prak- 
tischen Werth haben vorstehende Formeln leider nicht. 



d) HSmmer znm Schmieden oder Nieten. 

W&hrend beip Eintreiben yon N^geln, P13.hlen a. dgl. die fQr 
die ^assere Bewegnng verloren gehende Arbeit 91 «, welche unter 
Erw&rmung eine bleibende Form&nderung erzeugt, als nner- 
wQnschter Verlnst zu bezeicbnen ist, besteht beim Schmieden 
oder Nieten in diesqm ^usseren Arbeitsverlast gerade das Nf&tzliche. 
Der Wirkungsgrad hierfur ist nach Gl. 22 (S. 142) 

Dieser wird gross, wenn Jfj : M gross wird, d. h. wenn die getrofFene 
Masse gross ist im yerh9,ltnisse zur stofsend^n Masse. Zu diesem 
Zwecke legt man das SchmiedestQck auf einen. schweren Amboss 
and unterstDtzt diesen darch einen noch schwereren Edrper, die 
Chabotte, welche bei Dampfh9.mmern tief in den Erdboden reicht. 

Keek Meehanik. U. 10 
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Amboss und Gbabotte bilden dann in Bezag aaf die Wirknng des 
Stofses mit dem Scbmiedesttick eine einzige Masse My. 1st z. B. 
J^i = 10 Jf, so wird ?;= i : l,i = 0,91, d. h. es werden 91% 
der aufgewandten Arbeit zur Formanderung verwandk, wahrend 9Vo 
der Arbeit die Gbabotte allmahlich tiefer in den Erdboden eintreiben. 
Beim Nieten mass das Niet durch einen mdglichst schweren 
Vorhalt-Hammer von der Masse M^ gegen Fortbewegung durch 
den Schlag des Niethammers thunlichst geschntzt werden. 

e) Biegnng dnrch den Stofs eines KSrpers. 

Dieser Fall wurde auf S. 122 unter der Voraussetzung be- 
handelt, dass die Masse des getroffenen, auf Biegung beanspruchten 
K5rpers vernachlSssigt werden k5nne. Soli diese Masse dagegen 
berucksichtigt werden, so kann man die Aufgabe in folgender Weise 
behandeln. Die bisherigen Gleichungen f^r den Stofs setzten voraus, 
dass s&mmtliche Punkte des gestofsenen Edrpers sich im Augen- 
blicke der st^rksten Zusammenpressung mit ubereinstimmender Ge- 
schwindigkeit u weiter bewegten. 
Wird aber ein an beiden Enden ^^^* ^'*^- 

unterstutzter Stab von der Masse /^l^i 

Ml in seiner Mitte durch eine . v 

mit der Geschwindigkeit c da- ^^^""-"^-^ ( 
gegen stofsende M asse M getroffen ^IT'^^^p^^. 

(Fig. 148), so wird der Stab sich 

biegen, und die Geschwindigkeiten seiner einzelnen Punkte werden 
in jedem Augenblick unter einander verschieden sein; an den Auf- 
lagern bleiben die Geschwindigkeiten Null, wahrend sie ns^ch der 
Mitte bin zunehmen. Fur das Verbaltnis der Geschwindigkeiten 
der einzelnen Punkte giebt das Verhaitnis der Ordinaten der be- 
treflfenden Stellen einen Anhali Da die Weglangen y und / in 
gleichen Zeiten durchlaufen werden, so mussen die Geschwindigkeiten 
und ebenso auch die Beschleunigungen py und p^ der Punkte P 
und C sich verhalten wie t/:/, d. h. es ist 

y 

Nach dem Satze von der Bewegung des Schwerpunktes (1. Theil, 
2. Aufl., S. 144) ist 
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Darin bedeatet 2Y die Samrae sSLmmtlicber ^usseren EiUfte der 
Eichtang der p^ . In irgend einem Augenblicke wahrend des Stofses 
iiirirkt nun an dem getroffenen Stabe im Sinne der pp die Eraft 
N—2A (Fig. 149), mithin wird 

^mpy = ^2!my = iV — 2 A. 

Darin ist m die Masse eines L^ngentheilcbens, d. h. bei flberall 
gleichem Querschnitte, den 
wir bier annehmen wollen, 



m 



^F'dx. 




Daher entsteht 
^^FSydx^N—2A. 

Man kOnnte, nan y:f ans der Oleichung der Biegungslinie {hr 
den Fall einer rahigen Belastang ableiten. Da es aber zweifelhaft 
ist, ob die verschiedenen Biegungslinien, die in den verschiedenen 
Augenblicken des Stofses sich bilden, dieselbe Form haben wie die- 
jenige der rnhenden Last, so nehmen wir der Einfachbeit wegen die 
Biegungslinie fur den Stofs als Parabel an. Dann wird Sv^^^ 
== 73/? » milbin 

ps^Fl%=-N—2A, Oder, 
9 ^ 



well yFl=Mig ist. 



p,^^M,=^N-2A. 



Fur den stofsenden K5rper ist Mp = JV, mithin 

p,^M, = Mp^2A. 

Es ist nun nicht etwa, wie im Gleichgewichtszustande 2A= J\'; 
vielmehr ist 2 A erheMich kleiner als N. Ist der Stofs sehr heftig, 
€0 pflanzt sich seine Wirkung nicht einmal bis zu den Stutzpunkten 
fort; es bleibt (unter Vernachlassigung der Schwere) A=0; der 
Druck N wirkt nur ausserordentlich kurze Zeit, wachst dabei zu 
einem verhaltnism^ssig grossen Werth und bringt an dem Stab 
eine nur 5rtliche zerst5rende Wirkung hervor, wie man z B. mit 

10* 
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^iner Gewehrkagel versuchen kann. In solehem Fall ist von de^ 

Ausbildung einer Biegungslinie keine Bede. Aber auch bei weniger 

heftigem Stofse kann doch meist 2 A gegen^ber N yernaohl9.ssigt 

werden, so dass 

pipi^VsMiiM ist 

y^rgleicht man diese Formel mit Gl. 1, S. 136, so findet man^ 
dass an Stelle von Mi nunmebr 73 Mi getreten ist Es folgt dann 
in gleicher Weise wie dort Mr die Geschwindigkeit des Stofspunjctes 
im Augenblicke . der stilrksten FormSlnderung (mit q = Nail) 

. Mc 

^^': ""- M + V^Mi' 

wahrend der Pufikt P eine Geschwindigkeit 

Uy = u-^ hat 

Nehraen wir den Stofs, wie es in solchen Fallen moistens ge* 
schieht, als nnelastisch an, so ist das gesammte ArbeitsvermQgen 
beider EQrper nach dem Stofse 

^/2Mu^+ ^/TUmUy^f 

M 

wofflr sich in ahnlicher Weise wie oben mit m = ^^da^ 



2 \- • fH 

ergiebt Nun ist ^j^Sydx^y das statische Moment der Parabel- 
flache in Bezng auf die Sehne, = ^/sfl-Vs/il. Theil, 2. Aufl., S. 135). 
mithin Jy^div^^/ibf^l; also wird das ArbeitsvermOgen 

2) ^{M+Vi^Mi) 

Oder, wenn man den obigen Worth ffir u (61. 1) einsetzt, und be- 
denkt, dass das ArbeitsvermQgen in Biegungsarbeit nmgewandelt 
wird, nach Gl. 4, & 119/20 

. Mc^ ^ 15M _ra^ i^ 

\ ^ 3 m) 

Die Umstandlichkeit dieser Formel steht nicht im Verhaltnisse 
znr Sicherheit ihrer Grandlagen. Imierhalb ziemlich weiter Grenzen 
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(J^:if= V^o bis 10) kann man dafKr ann&herangsweise einfachw 
schreiben 

Mc^ 1 Z^i! 



(> + o-»f) 




Beispiel: Auf die Mitte einer Bohle von 1™ Spannweite, 24 en Breite 
5 cm St&rke (Fig. 150) falle ein Gewicht von 50 ^g . Wie gross darf die Pall- 
bohe "h sein, damit die Bohle nicht tiber 170»t gespannt werde? Wiegt 1 c*«> 
Holz 600 i^g, so wird das Ge- 
wicht der Bohle r« ica * 

Fig. 150. 

^, = 1 • 0,24 • 0,06 • 600 = 7,2 kg . 

Es wird ^l2Mc' = Qh, 

Die obigen Gleichungen 
gelten flir einen Stofs in wage- ^ ^^ ^ 

rechter Richtung, bei dem die ^ lOo ->. 

Schwere keine Arbeit verrichtet. 

Beim lothrecht abwarts erfolgenden Stofs aber verrichtet die Schwere eine 
Arbeit, wahrend die Bohle sich nm f darchbiegt. Das Gewicht Q leistet die 
Arbeit ©/", das Gewicht d der Bohle aber V«d * (•> ^^^ ^^ beliebiges Theilchen 
der Bohle nor um y sinkt (vgl. S. 146, Fig. 148). Nan betragt die Darch- 
biegung der Bohle bei 0=170 at nach S. 49, Gl. 14: 

^ 1 170 1002 

f=, = 47 c™ 

' 12 120000 2,5 ' ' 

daher wird nach Gl. 4 (mit i^:e^ = ys, vgl. S. 120) 

50h , ^ /-. . 2 „ \ 12000 1702 



■7;^ + 0,47(50 + |7,,) = 



, ,^ -,- ^ . 18 120000 

Oder h = ^ovi, 

Im Buhezostande entspricht der Belastong mit 50 iv nnr eine Spannang 

50 . 100 • 6 , ^ , 
^=T:24T5^ = ^^^'^*'' 

nnd schon durch einen Fall der Last von 3 cm H5he steigt die Spannung auf 
das 13,6fache. Hiernach ist es begreiflich, dass man die in Gleichgewichts- 
Berechnnngen einznsetzenden Spannangen oft nur sehr gering annehmen darf, 
wenn Stdfse der Last zu erwarten sind. 



f) Vollkommen elastischer Stois. 

Je kleiner die Stofsgetechwindigkeit c — Ci und je elastischer 
die E5rper sind, um so mehr wird sich k dem Werth 1 n&bem. 
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Pttr *= 1 wird nach Gl. 10/11, S. 138 

1 + — -- 1 + =^ 

Sind die Massen einander ^leich, wie es bei BillardkugelD 
annfthernd zutrifEt (Fig. 151), so wird 

c — V = {? — (?i , d. h. v = <?i , 

Vi — €i = c — <?i , d. h. Vj = {? ; 

d. fa. es vertauschen die Massen ihre Geschwindigkeiten. Sind die 
Eugein im Aussehen nicht verschieden, so sieht man die Wirkung^ 
des Stofses kaum. Denn mit der Geschwindigkeit c, 
die vorher die eine Eugel hatte, bewegt sich aach 
nach dem Stofs eine Eugel weiter, ebenso mit der 
Geschwindigkeit ci die andere, gerade wie wenn sich 
die Eugein durchdrungen hatten. c ^ ~cj* 

Dieser Fall findet auch Anwendung auf Eisen- -^^ —-* 
bahnwagen, wenn dieselben beim Verschieben mit 
geringer Stofsgeschwindigkeit auf einander treffen; denn bei geringer 
Heftigkeit des Stofses verhalten sich die Bufferfedern ziemlich elastisch. 
Bei ungleichen Massen sind die Gl. 1 anzuwenden. p. ..^ 

StOfst ein E5rper gegen eine ruhende und un- -^ 

bewegliche elastische Wand (Fig 152), so muss (wie 
S. 140) Jfi:J/ = oo gesetzt werden. Dann wird 




v = Y—Q' d. h. v = — (?. 




f 

I 



Der Edrper wird also mit der gleichen Geschwindigkeit von der 
Wand zuruckgeworfen, mit der er dieselbe traf. 

2. Stofs sich drehender Korper. 

Zwei E5rper drehen sich um feste Parallelachsen A und Ai und 
treffen derartig zusammen, dass zwischen ihnen ein gegenseitiger 
Druck N auftritt, der rechtwinklig zu der Ebene beider Drehachsen 
steht und diese Ebene in P schneidet (Fig. 153). Dami ist P der 
Stofspunkt; er sei von A und Ai urn a bezw. a^ entfernt. Die 
Umfangsgeschwindigkeiten beider E5rper am Stofspunkte m5gen c 
bezw. ci betragen. Diese Geschwindigkeiten sind der Unterscheidung 
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wegen auf dem Drehnngskreise angedeutet, ebenso die Geschwindig- 

keiten v and Vi nach dem Stofs (an der rechten Seite der Figur). 

Der Druck N ertheilt der stofsenden Masse eine im Stofspunkte 

N 
gemessene Umfangs-VerzOgerung p = — und 

der gestofsenen Masse an derselben Stelle 

N 
eine Unafangsbeschleunigung j?j = — , wenn 

jLt und jUi die auf den Stofspunkt bezogenen 
Massen der beiden K5rper sind (1. Tbeil, 
2. Aufl , S. 272). Hiernach ist 



1) 



P'Pi==Mi'M' 




Diese Gleichung entspricht der 61. 1, 
S. 136, f&r den geraden centralen Stofs freier 
KOrper; nur treten an die Stelle der wahren 
Massen Mi und M hier die auf P bezogenen 
Massen jui und /Lt, welcbe den Bedingungen 
j=jua^, J^=ju^ai^ genugen, wenn J und Ji die Tragheits- 
momente der KQrper in Bezug auf die Drehachsen sind. Hiernach 
ergeben sich auch fQr die Geschwindigkeits-Anderungen wSlhrend 
des Stofses die Gleichungen in derselben Weise 
wie Ql. 10 und 11, S. 138, wenn man auch in Yig. 154. 

diesen M und Mi mit ju und f^i vertauscht; 
namlich 



2) 



C — V 



c — c 



1 + 



/^ 



'- (1 + k) 



Ml 



3) 



V,—Ci^ 



c — c 



1 + 



^ 

M 



'-{i+k) 




.--ty; 



ir^"v 



•TU-^ 



1st der stofsende E5rper aber ein freier E5rper, der sich 
in der fiichtung der Stofslinie fortechreitend bewegt und dessen 
Schwerpunkt auf der Stofslinie liegt (Fig. 154), so gelten obige 
Gleichungen mit der Ab^nderung, dass fur fx wieder die wahre 
Masse M eintritt. 
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Pig. 155. 



Ballistisches Pendel. 

Diese Vorrichtung hat Ahnlichkeit mit Fig. 155 und ist in 
fruherer Zeit benntzt worden, urn aus der Bewegung des Pendels 
nach dem Stofie die Oeschwindigkeit c des dagegen abgefenerten 
Geschosses M zu berechnen. Diese Einrichtang ist ein so yorzHg- 
liches Beispiel zu den eben behandelten Yorg&ngen, dass sie bier 
besprochen werden soil, wiewohl 
sie jetzt in der Anwendang durch 
voUkommenere Vorrichtungen er- 
setzt ist 

Das Pendel hat an der Stelle, 
gegen die das Oeschoss abgefeuert 
wird, einen vorn offenen, eisernen 
Kasten, der mit trockenem Thon, 
weichem Holz a. dgl. gef&Ut ist, 
so dass das Geschoss darin stecken 
bleibt and der Stofs als unelastisch 

{jc = 0) angesehen werden kann. Vor dem Stofs ist das Pendel in Buhe. 
Daher wird nach Gl. 2 und 3, S. 151 oder nach Gl 5, S. 137 







Mc 



Bei der Drehbewegang des Pendels nach dem Stofse mOge dasselbe 
einen Winkel a beschreiben, bis es seine Geschwindigkeit verloren 
hat und zurdckschwingt Ist nun sein Schwerpunkt 8i um ei von 
der Drehachse entfernt, so hebt sich dieser bei der Drehong um 
h^ex (1 — cos a). Dann ist nach dem Satze der Arbeit 



5) 



t/|2 



{M+ JUx)-^= MffUi + M^ge^) (1 — cos a); 



2 



die linke Seite ist das ArbeitsvermQgen von Pendel und Geschoss 
nach dem Stofse, die rechte Seite der absolute Worth der Arbeit 
der Schwerkraft beim Ausschlage des Pendels. 

Bei der Ausfuhrung musste das Pendel stets sehr schwer sein 
im YerhSlltnisse zum Gesehosse, so dass M gegen M^ und jUi zu 
vemachlSssigen ist. Zur Vereinfachung der Formeln empfiehlt es 
sich, schon jetzt diese Yernachldssigung vorzunehmen. Dann wird 
aus GL 4 und 5!: 

6j 4/2^2 = 2Jlf,/ii.(7«i (1 — cos a). 



3. £xcentrischer Stofs. 
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Die auf den Abstand ai bezogene Masse ju^ kann nun ebenfalls 
dnrch einen ^ Y ersucb ermittelt werden, indem man das Pendel 
schwingen iSUist and seine Schwingungsdauer t beobachtet Fdr 
diese gilt (nach 1. Theil, 2. Aufl, S. 283) 



t 



--ill/' — -V^ 



so dass 



Mi = 



a{^Jt^ 



Die Einfahrung dieses Wertbes in Gl 6 liefert 

.^o ,_ 2JfiV<?i2^ni— cosa) 

Set2t man nun noch, urn Warzelaasdrucke zu vermeiden, 

a 



1 — cos a = 2 sin^ 



2' 



so wird 



rt . a flrf My et 



2 7t M Ui ' 

Beispiel: Es sei M^ = 500 ibf, t = 1,6 set; jf^ e^ kann nach 1. Theil, 2. Aufl., 
S. 287^ Fig. 354 gemessen werden; es sei ei = 2,2m. Der untere Zeiger des 
Pendels bewegt sich in einem ge^chlitzten Gradbogen, der ror dem Versuche 
mit TalfiT ausgestrichen wurde, so dass man, wenn das Pendel wieder zur Eahe 
gekommen ist, a beqaem ablesen kann; es sei a=I8^ Die SteUe, wo das 
Geschoss eingedrangen, sei um a^ = ^i^ ™ ^^^ der Drehachse entfernt. Dann wird 

c = 2sin 9» . 9,81 • ^ 500 • |^== 637^ . 

t: 2,7 

3. Excentrtscher Stofs. 

Die Masse M stofse derartig gegen die Masse Jf^, dass der 
Stofsdruck N wohl durch den Schwerpnnkt S von Jf, nicht aber 
durch den Schwerpnnkt fii von Mi gehe, sondern 
von diesem einen Abstand ai babe (Fig. 156). 
Dann wird Mi durch N eine Winkelbeschleunigung 
erfahren; aus diesem Grunde wollen wir an- 
nehmen, dass Mi vor dem Stofse schon eine 
Drehbewegung habe. Eine Achse durch ^8^, 
rechtwinklig zur Bildebene, sei fur Mi eine freie 
Achse; um diese drehe sich der ECrper vor dem 
Stofse mit einer Winkelgeschwindigkeit aii . Die 
Bildebene sei eine Ebene JE, welche durch den 
Schwerpnnkt 8i rechtwinklig za jener Achse Si gelegt ist; in 



Pig. 156. 
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ihr befinde sich der Stofspunkt P and auch der Stofsdnick N. 
Der E5rper My babe vor dem Stofse nocb eine Verschiebungs- 
Geschwindigkeit c^, parallel mit N. Fur den E5rper M sei der 
Stofs gerade und central; seine Geschwindigkeit sei, wie Mher, c. 

Der leichteren Vorstellnng wegen denken wir uns den E5rper Jf^ 
starr und nur M elastisch. Der Punkt P des gestofsenen E5rpers 
hat vor dem Stofse die Geschwindigkeit 

cjj = Ci + ai 6>j . 

Im ersten Abschnitte des Stofses wird sich der Punkt 5 dem 
Punkte P nahern, im zweiten sich wieder von ihra entfernen. Im 
Augenblicke der 
stSlrksten Zusam- 

menpressung 
haben P und S 
gleiche Geschwin- 
digkeit u. In 
diesem Zeitpunkte 
babe Jf^ die Ver"- 

schiebungsge- 
schwindigkeit Ui , 

die Winkel- 
geschwindigkeit (pi^ so dass t*==Ui + ai??i sein muss. Nach dem 
Stofse babe M die Geschwindigkeit v, M^ die Verschiebungs- 
geschwindigkeit tJ^ , die Winkelgeschwindigkeit v'l . die Geschwindig- 
keit am Stofspunkte v^ = t)i + ax^i. In Fig. 157 sind die Ge- 
schwindigkeits-Zustlinde in diesen drei Zeitpunkten dargestellt 

In irgend einem Augenblicke des Stofses hat M die Verzdgerung 

der Schwerpunkt S^ (nach 1. Theil, 2. Aufl., S. 144) die Beschlenni- 
gang 






V 



2) 



Pi = 



N 



Jfi (nach 1. Theil, 2. Aufl., S. 280 mit 9K = Noy) die Winkel- 
beschleanigung 

3) .,-^ 
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(wenn Ji^^M'iai^ das Trftgheitsmoment der Masse Mi in Bezug 
anf die Schwerpunktsachse 8i ist). Der Pnnkt P der Masse M^ 
hat somit die Gesammtbeschleanigung 

Hieraus ergeben sich die Verh^ltnisse 



p''P^=i''(-k'^})- 



Ebenso wie diese Beschleunigangen niQssen sich aach die eni- 
sprechenden Geschwindigkeits-Anderungen im ersten Absehnitte des 
Stoises verhalten. Also 

4) {c — u): (u, — Ci) = Ml : M, 

5) (c — u) : a^ (flpj — ct>,) = jUiiM, 

Gleichung 6 liefert unmittelbar 

(M . M\. 

^ yW — / ^* 

u = ^ — Tj-^ — TT^- und darnach wird 

Ml Ml 

7) c — w = — 



1 + ^+^' 



Ml Ml 
In Verbindang mit Gl. 4 entsteht dann 

8) u, -c,=— ' 



1+^ + ^'' 



M jui 

wahrend Gl. 6 und 7 ergeben 

9) a^((pi —o)i)== — ' ~^^ 



1 + 4V+^' 



M ' J/, 
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Die Geschwindigkeits-Anderongen innerhalb deir ganzen Dauer 
des Stofses erh^lt man nuD, indem man die des er^ten Abschnittes 
noch mit 1 + ^ maltiplicirt Daher 

10) c-v^ *^-*^- _,(i + fe)^ 



1 



JIfi Hi 



11) 



«lt — c, 



e — o, 



1 + ^ + ^ 



(1 + *), 



12) 



"iCV'i — f<>i) = 



J 



c 



M 



Ml 



i + ^+''' 



(1 + fe). 



M • Ml 

Das Bildungsgesetz dieser Gleichungen 10 — 12 ist fast ebenso ein&ch vie 
das der Gieichongen far den geraden centralen Stofs (S. 138). Es kommen 
hier drei Geschwindigkeits-ADderangen in Frage : die der stofsenden Masse Jtf , 
die des Schwerpunktes der gestofsenen Masse M^ und die Andemng der Urn- 
fangsgeschwindigkeit der Drehung um die Schwerpunktachse S^^ gemessen am 
Stoispunkte, wobei /^i als trage Masse auftritt. Die rechten Seiten der 
Gleichnngen enthalten ubereinstimmend im Zahler die Stofsgeschwindigkeit 
c — c^ and den Faktor I -{-k. Die Nenner enthalten als Sommanden I und 
zwei Yerhaltnisse unter den drei Massen M, M^ und fi^. Diese YerhlUtnisse 
sind derartig geordnet, dass stets diejenige Masse, um deren Geschwindigkeit 
sich*s gerade handelt, in diesem Yerhaltnisse den Zahler bildet, wahrend die 
boiden anderen Massen die Nenner darstellen. Wenn man in diesem Sinne die 
entstehenden Gleichungen fiberblickt, kann man sie leicht aus dem Kopfe an- 
schreiben. 

Mittelponkt des Stofses. 

Ein beliebiger, z^ischen S^ und P Am Abstand oc von S^ 
befindlicher Punkt Q der Masse My (Fig. 158) 
erf&hrt eine gesammte Tangential - Beschleuni- 
gung px^ welche sich aus der Verschiebungs-Be- 
schleunigung pi und der Drehungs-Beschleuni- 
gung xSy zusammensetzt; es ist /?« = pi+^fii, 
Oder nach GI. 2 und 3, S. 145: 



Fig. 158. 



+ 



oc 



Zwischen P und Si ist i?*>Pi; in 
p* = Pii wahrend die Punkte der uber 




Sy ist 

Sy hinaus verlangerten 
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Oeraden PSi einem negativen x entsprechen, so dass />, < ft wird. 
Far einen Pankt € heben sich die Beschleunigungen p, and CSi * e^ 
gerade aaf, wenn ntolich 



N i\ CS^ 



Oder 



CS,==^, mithin 

Ml Ml ai 

Da nun juio^i^ das Tr&gheitsmoment far die Schwerpankts-Achse, 
so ist der Z&hler der letzten Gleichang das Trilgheitsmoment Jp 
in Bezag auf eine Achse P, rechtwinklig zar Bildebene, wSlhrend 
der Nenner das statiscbe Moment far dieselbe Acbse darstellt 
Somit ist (1. Theil, 2. Aafl., S. 283) 

13) CP==^l-=^^ 

die SchwingangslSlnge fur den an der Achse P als Pendel auf^ 
gehangten KOrper oder wegen der Vertaaschbarkeit von Drehachse 
and Schwingungsachse aucb fllr ein bei G aufgeh^ngtes Pendel mit 
der Schwingungsachse P. Sammtliche Punkte der rechtwinklig zur 
Bildebene darch C gelegten Geraden erfabren ubereinstimmend die 
Beschleanigung Null. War die Masse Mi nan vor dem Stols in 
Babe, so werden die Pankte der Geraden C auch durch den Stofs 
nicht aus der Buhe gebracbt werden, w3.brend alle anderen Pankte 
in Beschleanigung gerathen. Befestigt man daher den E5rper an 
der Achse C, so wird diese durch einen Stofs bei P keine Ein- 
wirkung erfabren. Aus diesem Grande nennt man C die un- 
empfindliche Acbse und P den Mittelpunkt des Stofses 
in Bezug auf die Achse C. Dabei wurde vorausgesetzt, dass die 
rechtwinklig zur Bildebene, d. h. parallel mit C liegende Schwer- 
punktsacbse 8i eine freie Achse sei (1. Theil, 2. Aufl., S. 293) 
and dass P in der zu dieser Achse recbtwinkligen Schwerpunkts- 
Ebene liege. 

Diese Beziehung ist wichtig fur KOrper, welche um Achsen 
drehbar sind und durch den Stofs von Daumen oder dgl. bewegt 
werden sollen (Aufwerf hammer); greift der Daumen im Mittelpunkte 
des Stofses an, so wird die Achse durch den Stofs nicht beeinflusst. 
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Auch bei Werkzeuf^en, die durch einen Schlag getroffen, oder 
mit denen Schlage ausgeUbt werden, ist es vortheilhaft, die fdhrende 
Hand bei dem ^TJnempfindlichkeitspunkt^ G angreifen zu lassen, 
wenn bei P der Schlag erfolgt, damit die Hand keine ErschQtterang 
(Prellnng) empfinde. Hiernach sind die LS.ngen der Stiele der 
Schlagwerkzeuge zu bemessen. 

Beispiel : Der gestofsene Korper sei ein gerader Stab ; zu dem im nnteren 
Yiertelpunkte gegebenen Stofspunkte P soil die unempfindliche Achse C gesucht 
werden. Es wird nach Gl. 13 



Jp __ ifi Vi2 fe2 ^ i»ft Vl 6 /t- _ 7 



Fig. 159. 



C 



"A" 

I 

h 

3 






S;0 



d. h. C liegt uni (7»2 — ^/i)h=^/'3h uber 
der Stabmitte Si. 

Fasst man die Stange bei C mit der 
Hand, so wird ein bei P geflihrter Stofs 
der Hand nicht fahlbar werden. Das 
Gleiche gilt, wenn man den Stab bei P 
erfasst und der Schlag bei C erfolgt. 

Es sollen nnn auch die Geschwindig- 
keits-Anderungen berechnet werden, welche 
entstehen, wenn gegen die ruhende Stange 

bei P eine kugelformige Masse M mit der Geschwindigkeit c stofst. Der 
Stofs werde als unelastisch und die Masse M gleicb der Masse Mi voraus- 



h 
4 



U Jl.... 




gesetzt. Dann ist 






A---0, 


wi — 


0, 


Ci — 0, 


Ml- 


:3f, 


ci — 0, 


Pi — 


VsMi 


und nach den Gl. 10-12 (S. 156) 






c 


4 
11^-' 


7 


i + i+j 


V jjC 


c 

tt  — . 


4 
ll'^' 




i + '+l 




, c 


8 
11^- 




^ ^1 4 4 

14-4- 





Da die Umfai>gsgeschwindigkeiten der Drehung an den verschiedenen 
Stollen mit dem Abstande x vom Schwerpunkte verhaltnisgleich, so ist die 
Darstellung der Gesammt-Geschwindigkeiten eine Gerade. Tragt man in P 
und Si die Geschwindigkeiten v und \>i durch Ordinaten 7 und 4 auf (Fig. 158), 
so ergiebt sich eine Gerade, die die Stange in dem Unempfindlichkeitspunkte 
C schneidet. 



4. Schiefer centraler Stofs. 
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Pig. 160. 



4. Schiefer centraler Stofs. 

Die Schwerpunkte der beiden Edrper m5gen im Augenblicke 
des Zasammentreffens Gescfawindigkeiten c and ci haben, die mit 
der durch beide Schwerpunkte gehenden Stofslinie die Winkel a 
und «! bilden (Fig. 160). Man kann die Gescfawindigkeiten zerlegen 
in c cos a and c^ cos a^ nach der Bichtung der Stofslinie and c sin a 
bezw. ci sin a^ rechtwinklig dazu. Dann werden die Geschwindigkeits- 
Suderangen in der Sicbtung der 
Stofslinie, die anter Einwirkung des 
Stofsdrackes N entstehen, v5llig 
nach den Segeln des geraden cen- 
tralen Stofses zu beartheilen sein. 
In der Eichtung, rechtwinklig zur 
Stofslinie wird zwischen den Eageln 
in Wirklichkeit ein Eeibangswider- 
stand auftreten, dessen Beruck- 
sichtigang die Aufgabe ziemlich 
verwickelt macht. Wir woUen 
jedoch bier diese Beibung vernacblassigen, bezw. die E5rper als 
vollig glatt betrachten. Unter dieser Voraassetzung tritt dann 
rechtwinklig zar Stofslinie keine Kraft auf, so dafs die Seiten- 
geschwindigkeiten c sin a und ci sin a^ unverandert verbleiben. Nennt 
man v und v^ die Geschwindigkeiten nach dem Stofse mit den 
Neiguuffswinkeln fi und ^i gegen die Stofslinie so wird nunmebr 
nach Gl. 10 und 11, S. 138 

1) 




<? cos a 



^ c cos a — (?, cos ai .. , ^ . 
V cos )8 = ^ ^ (1 + fc) , 

1 + 



Vt 



cos /S, 



I — f, cos a, 



2) = 



c cos a — Ci cos aj 



1 + 



M 



{1+ k). 



3) V sin )8 = c sin a , 

4j t'i sin fii = ^1 sin a^ . 

Stofs gegen eine ruhende 
Kugel. War Mi zu Anfang in Euhe, 
d. h. (?i = (Fig. 161), so wird 
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c COS a — V COS p 



^ COS a 



1 + 



M 



(l+fc), 



?'l COS Pi = rrr- (1 + ^) , 



1 + 



M, 



Fig. 162. 




V sin /S = {? sin cjt , 
i\ sin /?j = 0, also /?, = 0, und 

vy = vi COS /?! . Die getroffene Kugel bewegt sich nach dom Stofs 
in der Richtnng der gemeinschaftlichen Normalen 
der Beruhrnngsstelle. Haben die Kageln gleiche 
Massen, ist also Jf = Jlfj , so wird 

5) V cos )5 = 72 c cos a (I — fc) , 

6) V sin )8 = c sin a , daber 

8) vi = V2 c cos a (1 + Jfc) . 

Bei u n elastischem Stofse wird fc = 0, daher tgy9 
mgA62)AB^c, 2CBAGr=:a, ^C=ccosa, 
so wird, wenn man AD = DC macht, DB = v, 
7>(7=i/i nach Bichtung und GrOsse. 

Bei Yollkommen elastischem Stofse aber 
wirdfe=l, daher V cos )5=0, )8=90^, v = csina, 
vi=ccosa; Fig. 163 ergiebt daher v = CJ5» 
vi=AC, nach GrOsse und Bichtung. Beide 
Eugeln bewegen sich also nach dem Stofse unter rechtem Winkel 
aus einander. 




Stofs einer Kugel 
gegen eine feste Wand. 
Mit Ci=0 und Jtf ^ = 00 
geht Gl. 1 fiber in: 
^ cos a — V cos fi= c cosa 
(1 + fc) Oder: 

V cos/S = — t? cos a • fc; femer 

V sin )5 = csin a, 

mithin tg(— /9) = ^. 



Fig. 164. 



Fig. 165. 





5. Einige besondore Falle des Stofses. 
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Fig. 166. 



Fur unelastischen Stofs ergiebt sich (mit k = 0) v m% fi 
= 0, also — ^=90^ und v = c sin a, d. h. die Seitengeschwindig- 
keit rechtwinklig zur Wand, geht verloren, es bleibt nur die Seiten- 
geschwindigkeit in der Eichtung der Wand erhalten (Pig. 164). 

Fur elastischen Stofs wird (mit fc= 1): vcosfi= — ccosa 
und — /9= a, daher v = — c, d. h. die Kugel wird von der festen 
Wand ohne Verlust an Oeschwindigkeit so zuruckgeworfen wie ein 
Lichtstrahl von einem Spiegel (Fig. 165); Ausfall- und Einfall- 
winkel sind einander gleich. 

5. Einige besondere FMIIe des Stofses. 

Es m5gen hier noch einige Falle des Stofses betrachtet werden, 
auf welche die entwickelten Formeln scheinbar nicht, oder nicht 
unnoittelbar passen, die aber doch durch ahnliche Betrachtungen, 
wie sie im Vorstehenden zur Anwendung 
gelangten, zur Ldsung gefQhrt werden 
k5nnen. 

1. Ein fortschreitender Stab 
st5fstgegen ein festes Hindernis. 
Ein Stab von der L^nge h bewege sich 
mit der tiberall gleich en Oeschwindig- 
keit w und trefife im unteren Viertel- 
punkte P auf eine unwandelbar befestigte 
Querstange (Fig. 166). Es soil die 
Bewegung des Stabes nach dem Stofs 
untersucht werden. 

Die Querstange ist wegen ihrer Unbeweglichkeit als eine un- 
endlich grosse Masse aufzufassen. Die Gleichungen 11 und 12, 
S. 156, sind auf diesen Fall anwendbar; man hat darin 

= 0, Ci=Wi Ci=i(;, 

a>i = 0, J/ = oo , ju^ = ^/sMi 

zu setzen und erhalt fur unelastischen Stofs {k = 0) 



y. _. 




tJi — w = 



«iVi 



w 



— w 



t)i = ^/iw; 



= — ^/iw; 



l+*/3 
Vj = tjj + ai V'l =^/iw — ^/jw = 0. 

Keclc, Mcchanik. IT. 



11 
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Neben der Stange sind die Qeschwindigkeiten als Vielfache von 
^/•jtv dargestellt. 

Man kann diese Aufgabe auch l5sen, indem man die Bewegang 
des Stabes aaffasst als scheinbare Rube in Bezag aof einen mit 
der Geschwindigkeit w fortschreitenden Eaum. Die Masse M= oo 
bewegt sich dann mit der Geschwindigkeit w gegen den rohenden 
Stab. Mit den hiernach erhaltenen Geschwindigkeiten hat man 
dann die Geschwindigkeit tv des Raumes in geeigneter Weise wieder 
zu verbinden. 

2. Ein fortschreitend gleitender Wtirfel stofst mit 
seiner vorderen unteren Kante gegen ein Hindernis 
(Fig. 167). Der KOrper muss dann eine 
Drehung am die Eante A ausfuhren ; diese 
betraehten wir aber als das Ergebnis einer 
Yerschiebung des Schwerpunktes mit der 
Geschwindigkeit v rechtwinklig zu AS 
(Fig.168) und einerDrehung um diezurBild- 
ebene rechtwinklige Schwerpunktsachse S 
mit der Winkelgeschwindigkeit co, wodurch 
mit roj ==v Aer Punkt J^ die Geschwindig- 
keit Null bekommt Wir zerlegen v in 

die Seitengeschwindigkeiten vi und v^, die hier oflFenbar gleich sein 
miissen. Da nun die Geschwindigkeit vg durch den Stols neu ent- 
steht, so muss neben der Kraft N^ auch 
noch eine Kraft iVg auftreten (Fig. 167). 
Das Gewicht des Wurfels wird gegenflber 
den Kraften N^ und N2 vernachlassigt Die 
WClrfelkante sei d = 2e. Das TrSgheits- 
moment des Wurfels in Bezug auf die 
Achse S findet man (nach 1. Theil, 2. Aufl, 
S. 275) leicht zu 

y%Md^ = V3Me\ 

also ist die auf den Abstand e bezogene Masse ju == ^z M. 
Wahrend des Stofses erfilhrt der Schwerpunkt des Wurfels eine 
Beschleunigung 

^1 J/ ^- M 




w'^^^^/mm'^'^^mmwmmmmmL 



Fig. 168. 
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im Sinne dieser Er&fte; die Winkelbeschlennigung ist (nach LTheil, 

2. Anfl., S. 279) 

_m Nj-e — Nj-e 

J ju-e- 

xxTid daher die TJmfangsbeschleanigang im Abstand e von S 

^ iu " 2 M ' 

Diese Beschleunigangen stehen in den Verh9.1tnissen 

Da der Punkt B aber in lothrechter Bichtnng die Beschleunigang 
P2 — «€ erRLhrt, welche (annabernd) =0 sein muss, so ergiebt sich 
2iV2 = 3 (iV; — iVg). d. h. N2 = 3/5 iVi . Hiernach wird 

Pi:p2 = o:3^ P2 = e€. 

Setzt man nan an Stelle der Beschleunigangen die entsprechenden 
<jreschwindigkeits9.nderungen, so erhd.lt man 

c — Vi : V2 = 5 : 3 , 

•Oder weil nach Fig. 1 68 V2 == ^i sein muss, 

Vi =^ V2 = ysc = eco; v = Vj V 2 . 

Das Arbeitsverm5gen nach dem Stofse betr9.gt 

«! = V2 (Mv^ + jue^cj^) = V2^(2vi^ + -/3 vr) 

Soil der Wiirfel nach dem Stofse sjch fiberschlagen, nicht 
wieder zuruckfallen, so muss ?Ji ^Arbeit der Schwere beim vOlligen 
Aufkippen sein, d. h. 

V2 Mc^ '^s^Mgei V2 — 1 ) oder 

^2 



2^ 

3. Wirkung von Paden statt einer Bertihrung der 
K5rper. Sind die K5rper durch einen anfangs schlaflFen Faden 
Terbunden, so werden in dem Augen- j,. jg^ 

blicke, wo der Faden straflF wird, durch c ^^ 

seine Spannkraft ahnliche Wirkungen auf 

die K5rper ausgeubt, wie bei unmittel- ^_-_ ^ 

barer Berflhrung durch Stofs. Daher gelten * ^ 

in dem Falle der Fig. 169 fur v und v^ die Gleichungen 10 and 1 1 

11* 
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S. 188. 1st der Faden mit einem KOrper M in Verbindung, am 
anderen Ende aber unwandelbar befestigt, so wirkt die Befestigang 
wie eine feste Wand (Jfj = oo). Fur unelastischen Faden ist 
ife = , fiir vollkommen elastischen Faden A; = 1 zu setzen. 

Beispiel : Ein Korper bewegt sich fortscbreitend mit der Geschwindigkeit c 
auf einer Geraden (Fig. 170). Ein undebnbarer Faden von der Liinge I sei 
mit dem Korper verbunden und bei A in 
einem Abstand 0,6 1 von der Geraden be- Fig. 170. 

festigt. In dem Angenblicke, wo der Faden —^ ^--^^^^'cMMa 

strafT wird, vernichtet seine Spannkraft die 
Seitengeschwindigkeit ccosa mit der Ge- i^^ ^^^^\c.sina 




schwindigkeit csina = 0,6C, sodass sich der ^ ^ ^ ' 

Korper nun in einer Kreislinie mit dem 
Mittelpunkt A weiter bewegt. Der Faden 

wirkt im Angenblicke des StraflFwerdens ebenso, als ob der Korper bei G un- 
elastisch gegen eine feste Wand stiefse, welche za l = AC rechtwinklig ist. 
Jedes ruckweise Anzieben mittels eines undehnbaren Seiles ist mit einem 
Arbeitsverluste verbunden. 
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Zweite Abtheilung. 

Mechanik der flfissigen Korper. 

Allgemeine Eigenschaften der flussigen Korper; 
tropfbar-fliissige und gasfdrmig-fliissige 

Korper. 

Ein fester E5rper hat im spannnngslosen Zustand eine be* 
stimmte Form, nnd jeder Anderung derselben setzen sich innere 
Widerstandskr&fte entgegen. Ein flussiger K5rper aber setzt 
weder einer Trennnng noch einer Verschiebung seiner Theile einen 
merklichen Widerstand entgegen; es kommen in ihm Zng- nnd 
Schnbspannnngen nicht vor, auch besteht zwischen den einzelnen 
Theilen des flussigen EQrpers keine merkliche Beibung. Wohl aber 
zeigen die flQssigen E5rper einen Widerstand gegen Verkleine- 
rung des Rauminhaltes, ihre einzelnen Theile vermOgen daher 
DrnckkriLfte aoszutiben und aufzunehmen. 

Die flussigen E5rper zerfallen in tropfbar-fltissige und gas- 
fSrmig-flfissige. Ein tropfbar-flfissiger K5rper hat, wenn er 
der Einwirkung ftusserer Krftfte entzogen ist, einen bestimmten end- 
lichen Bauminhalt, ohne das Bestreben, sich auszudehnen. Ein gas- 
f5rmiger E5rper aber hat im Allgemeinen das Bestreben, sich 
unbegrenzt auszudehnen und kann nur durch &ussere Druckkr&fte 
auf einen endlichen Bauminhalt beschr9.nkt werden. 

Ein verschiedenes Yerhalten zeigen die beiden Arten flussiger 
E5rper gegendber einer Yergr5sserung der ^usseren Druckkr&fte. 
Ein tropfbar-flQssiger E5rper erleidet dabei eine nur sehr kleine 
Verminderung seines Bauminhaltes, so dass man ihn als eine& 
Eorper Yon unver^nderlichem Bauminhalt, also auch von 
nnveranderlicher Dichte ansehen kann. bei einem gas- 
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fdrmigen K5rper aber hat eine merkliche Vergr5sserung der 
^nsseren Drackkr3.fte aach eine merkliche ZasammendruckuDg zor 
Polge, Rauminhalt and Dichte sind durchaus ver- 
S,nderlich. 

Der Satz d'Alemberts (1. Theil, 2. Aufl., S. 141), wonach die 
Gruppe der ausseren Krafte [K] and die Qruppe der, • den Be- 
schleunigungen p der einzelnen Theilchen entsprechenden Ergftnzangs- 
krafte [ — mp] zusammen den Qleich- 
gewichtsbedingungen starrer K5rper 
unterworfen sind, gilt auch fur fltissige 
K5rper. 

Trennt man einen Mssigen E5rper 
(Fig. 171) dm-ch eine Schnittflache a?i/ 
in zwei Theile, so werden letztere langs 
der Schnittflache gegenseitig Normal- 
drucke auf einander ausaben. Auf ein 
Plachentheilchen dF komme die Druck- 
kraft dDj dann ist 

dn 

^--dW 

der Flussigkeitsdruck filr die Flacheneinheii Es lasst 
sich zeigen, dass diesor Drack p in einem Punkte A des KOrpers 
(Fig. 172) in Bezug auf alle durch 
diesen Punkt gelegten Schnittebenen die- 
selbe 6r5sse hat, oder dass in einem 
Punkt einer Fltissigkeit der 
Druck fur die Flacheneinheit 
nach alien Bichtungen derselbeist. 

Man lege durch den Punkt A zwei 
Ebenen iJ und Ey, die den Winkel a 
mit einander bilden. Im Abstande dx 
¥on A fuge man noch eine dritte zu E 
rechtwinklige Bbene FF hinzu. Dann 

wird dadurch ein dreiseitiges Prisma herausgeschnitten ; die Bild- 
ebene und eine dazu im Abstande dy parallel gelegte Ebene trennen 
davon ein Theilchen (Fig. 173) ab, dessen drei bei B rechtwinklig 
zu einander stehende Kanten dx^ dy und dz sind. An der 
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Fig. 173. 




C 



^.dy.da 



Pj.dx. dy 



Plache AB von der Gr5sse dx^dy herrsche ein Einheitsdruck p^ , 
also eine Druckkraft p^-dx-dy^ ebenso an der Flache BC ein 
Einheitsdruck p^^ eine Druckkraft p^^dy-dz und an der Plache AC 
ein Einheitsdruck p, eine Druckkraft 
p-dyds. (Die Druckkr^fte an den 
beiden der Bildebene parallelen Schnitt- 
ebenen kommen nicht in Betracht, da wir 
nur die Seitenkr^fte in den Richtungen 
dx und dz untersuchen woUen). Diese 
Druckkrafte sind unendlich klein zweiter 
Ordnung; der Bauminhalt des Prismas 
mit ^hdxdydz und zugleich Mafse und 
Gewicht desselben sind aber unendlich klein 

dritter Ordnung, das Gewicht verschwindet daher gegen die Druck- 
kr3.fte und kann auf deren Beziehung zu einander nicht einwirken. 
Hat das Plussigkeits-Theilchen eine Beschleunigung q, so bleibt 
auch seine Erganzungskraft — mq als unendlich klein dritter Ord- 
nung audser Betracht; daher mussen die Druckkrafte fQr sich allein 
den Gleichgewichts-Bedingungen genugen. Da nun p mit p^ den 
Winkela bildet, so entstehen die Bedingungen: 

pdyd 8 sin a = p2dydz 

pdydscosoL =pidxdyj 
und weil dz = ds sin a, dx = ds cos a ist, ergiebt sich 
1) p=p^=p^. 

Dreht man die im Punkte A (Fig. 172) rechtwinklig zur Bildebene 
stehende Eante dy nm ABj so bekommt das Prisma eine andere 
Richtung, die Ebene FF aber mit dem Einheitsdrucke p2 behait 
ihre Lage. Lasst man schliesslich dx z\x Null werden, so ist FF 
eine ebenfalls durch A gehende Ebene, und es gilt dann, dass der 
Einheitsdruck im Punkt A in Bezug auf eine ganz beliebig ge- 
wahlte, durch den Punkt A gelegte Ebene F^ dieselbe Gr5sse hat, 
wie der Einheitsdruck in Bezug auf die Ebene F von bestimmter 
Richtung. 
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A. G-leichgewicht flilssiger KOrper. 

Man bezeichnet einen flussigen K5rper als im Gleichgewichte 
befindlich, wenn seine sammtlichen Theilchen entweder in wirklicher 
Ruhe sind, Oder doch in scheinbarer Babe in Bezug auf einen 
gleichfOrmig geradlinig fortschreitenden Baum, womit also eine 
gegenseitige Bewegung der Flussigkeitstheilchen, d. h. eine Form- 
anderung des KOrpers ausgeschlossen ist. Sammtliche Theilchen 
haben ubereinstimmend die Beschleunigung Null, somit verschwinden 
sammtliche Erganzungskrafte [ — mp], und es mfissen die ausseren 
Krafte denselben Bedingungen genugen, wie fur das Gleichgewicht 
eines starren K5rpers, d. h. man kann sich jeden beliebigen Theil 
eines flussigen KOrpers, fur dessen Gleichgewicht man die Be- 
dingungen sucht, in einen starren KOrper verwandelt denken, wobei 
aber die anzubringenden Krafte den Eigenschaften flussiger K5rper 
entsprechen mussen. 



I Gleichgewicht flUssiger Korper ohne Einwirlcung 

der Schwere. 

1st ein im Gleichgewichte befindlicher tropfbar-flussiger oder 
gasfSrmiger KOrper ringsum von Gefasswanden umschlossen, die 
auf ihn Druckkrafte ausuben, 
so hat das Eigengewicht des ^^^* ^'^^• 

flQssigen K5rpers auf seine 
Druckverhaltnisse in vielen 
Fallen der Anwendung einen 
so nnbedeutenden Einfluss, dass 
es der Vereinfachung wegen 
gerathen ist, diesen Einfluss 
ganz zu vernachiassigen. 

In dem Gefisse (Fig. 174) 
befinde sich FlQssigkeit im Gleichgewicht. Um eine 'Beziehung 
zwischen den Einheitsdrticken pi und p bei A und B zu finden, 
denken wir uns ein von A nach B reichendes gerades Prisma vom 
Querschnitte dF erstarrt. Das umgebende Wasser ubt auf alle 
Flachen rechtwinklige Druckkrafte aus, u. zw, auf die Endflftchen 




1 a. Druckkriifte gegen verschiebbare Kolben. 



169 



die Krafte p^dF bezw. pdF. Bilden wir die Gleichung der Krafte- 
summe in der Richtung AB, so kommen dabei die Druckkrafte 
gegen die Seitenflachen des Prismas nicht in Betracht, und da bei 
Vernachlassigung des Eigengewichts keine Massenkrafte wirken 
(vgl. S. 9), so wird einfach 

PidF = pdFj d. h. Pi=p» 

Da nun A und JB beliebig gelegene Punkte des flussigen KSrpers 
sind, so gilt, mit Rucksicht auf S. 166, der Satz: 

In eineni flussigen K5rper, der ohne Einwirkung 
von Massenkraften im Gleichgewicht ist, hat der Ein- 
heitsdruck an alien Stellen im Innern und an der Ober- 
flache und nach alien Richtungen gleiche Grosse. Statt 
des Wortes Einheitsdruck, d. h. Druck auf die Fiacheneinheit, soil 
kunftig kftrzer Druck gesagt werden, wahrend die auf irgend eine 
Flachengrosse kommende Kraft mit dem Worte Druck kr aft be- 
zeichnet werden mSge; in ahnlicher Weise wurden in der Mechanik 
elastisch-fester Korper die Worte Spannung und Spannkraft unter- 
schieden. Man nennt diesen Druck auch wohl hydrostatischen Druck. 

a) Di^ckkpSfte eines flnssigen ESrpers gegen yerscUebbare Kolben. 

An einem Gefasse (Fig. 175) seien cylindrische Ansatzr5hren 
angebracht, welche von genau passenden, aber reibungslos beweglich 




jp.dF.cosa 



j>.dF.cota 



gedachten Kolben abgeschlossen werden. Wird durch irgend welche 
Druckkraft gegen einen Kolben in dem flussigen KOrper ein Drnck p 
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erzeugt und soil der flfissige KCrper im Gleichgewichte verbleiben, so 
muss p uberall gleich sein. Sind F und Fi die Qaerschnittfl^chen 
der Kolben A und B^ so bekonimt der Kolben A eine Druck- 
kraft pF^ der Kolben B eine Druckkraft pF^. Die Druck- 
krafte auf die Kolben verhalten sich also wie die 
Qnerschnittfl3,chen der Kolben, und ebenso grosse, aber 
nach dem Innern des Gefasses gerichtete Krafte K===pF und 
Ki=pFi mussen von aussen auf die Kolben wirken. 

1st der Kolben C an der der Plussigkeit zugekehrten Seite von 
einer krummen Flache begrenzt, so hat der Umstand, dass diese 
gr5sser ist als die rechtwinklige Querschnittflache des Kolbens und 
des Ansatzrohres keinen Einfluss auf die Gr5sse der wirksamen 
Kolbenkraft, wie folgende Cberlegung zeigt: Betrachten wir die 
Mittellinie des Bohres als ^-Achse, so m5ge die Druckkraft gegen 
ein Plachentheilchen dF mit der .a^-Kichtung den Winkel a bilden. 
Es lasst aich pdF zerlegen in eine Seitenkraft p-dF-ao^oL in 
der ,2?-Kichtung, und in eine dazu rechtwinklige. Die letztere druckt 
den Kolben gegen die Wand der Ansatzrohre und wird durch 
deren Pestigkeit aufgehoben. Wirksam gegen den Kolben, d. h. eine 
mOgliche Bewegung anstrebend, ist nur die Seitenkraft 2? -^F- cos a. 
Derselbe Winkel a, den die Normale zvl dF mit der .r-Eichtung 
bildet, findet sich auch zwischen der Plache c^JPund der y^-Ebene, 
die rechtwinklig zur Achsenrichtung des Eohres steht. Daher ist 
c^J^-cosa die rechtwinklige Projektion von dF auf die Querschnitt- 
Ebene des Eohres, oder, wie man auch sagen kann, die recht- 
winklige Projektion in der aT-Bichtung; wir bezeichnen dieselbe mit 
dFs, = dF' cos a. Die gesammte Endflache des Kolbens liefert 
daher einen wirksamen Druck 

K,==pSdF,^P'F,, 
wenn F^ die rechtwinklige Querschnittflache der B5hre oder die 
darauf rechtwinklige Projektion der Endflache des Kolbens ist, 
wobei die Projektionsrichtung in die Achsenrichtung der B5hre Mit. 

Auch wenn der Kolben, wie bei 1>, sich im Innern des Ge- 
fasses erweitert und fiber den cylindrischen Theil hinausragt, wird 
dadurch seine wirksame Kraft nicht geandert. Ein Flachen- 
theilchen dF dieses uberstehenden Theiles liefert in der »»-Eichtung 
eine Seitenkraft p - dF- c>o% d =^ p-dFx . Die projicirenden Linien, 
welche in der Bichtung des Ansatzrohres von dem Umfange 
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des Fl&chentheilchens dF ausgeben, treffen die Obei-Mche dor 
Kolbenerweiterung aber noch ein Mai und scheiden aus ihr ein 
Fl^hentheilchen dF' beraus, welches eine Dnickkraft jj-dJ" und 
eine Seitenkraft in der Riehtung des Rohrea p-dF' •cma' ^p-dF, 
tri^rt. Diese Seitenkraft ist der von dF gelieferten gleicb und 
ent^egengesetzt and bebt aicb damit anf. In gleicher Weise liefern 
s&mnitliche der Fliissigkeit aosgesetzte Oberfl£lchenthelle des Kolbens, 
die beim recbtwinkligen Projiciren in der LIngenrichtung des An- 
satzrobres paarweise auf einander fallen, keinen Beitri^ znr wirk- 
samen Eolbenkraft. £s bleibt als wirksame Druckfi^che des Kolbens 
nur dessen rechtwinklige Querscbnittflache F^ mit der wjrkaamen 
Eolbenkraft 

1) K,'=pF, 

nbrig, aach geht K^ darcb den Schwerpnnkt von F^, gerade so, 
als ob der Eolben dem Wasser eine rechtwinklige Qnerscbnitt- 
flache F^ als Endflacbe znkehrte. 

b) Wassn^rnck-Presse. 

Dieselbe bat den Zweck, mittels einer Triebkraft K einen be- 
dentend grOsseren Widerstand Ki zu flberwinden. In die beiden 
mit einer tropfbaren Plflssigkeit gefiillten dureb ein Rohr ver- 
bundenen Cylinder (Fig 176) 
reichen Kolben von den 
Durchmessern d und d^ dicbt 
scbliessend hlnein. Der dichte 
Schluss, die sog. Dichtung, 
wird dnrcb je einen Leder- 
stnlp, einen Ring von hnfeisen- 

f3nnigem Quersebnitte 
(Fig. 177) bewirkt, der sich 
mit den beiden Schenkeln 
an die Cylinderwand bezw 
den Eolben legt tind der in 

dem Hoblraume von dem Wasserdruck eignflen wild, welcber die 
Schenkel auseinander zu treiben sucht Je stirker der Wasserdruck, 
nm so fester legt sicb der Stulp an die zu dicbtenden Tbeile 

Bei dem Arbeiten der Presse bleibt nun der flussigo Edrper 
nicbt ganz im Gleiehgewichte, da beim Niederdriicken des kleinen 
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Kolbens Flussigkeit ans dem kleinen Cylinder in den grossen hintiber- 
trilt. Wenn wir aber annehmen, dass die Bewegang nur langsam 
erfolge, kdnnen wir ann^hemd mit den Gleich- 
gewichts-Bedingungen und dem durchweg gleichen 
Druck p in der Presse rechnen. 

Wahrend der Kolben vera Durchmesser d an 
denoi Stulp von der H5he A abwarts gleitet, wird 
der letztere mit Er^ften gegen den Kolben ge- 
drtlckt, deren Summe p-d-Tt-h betr^gt, also eine 
aufwarts gerichtete Reibung T=fpd7th hervor- 
ruft. Ffir das Gleicbgewicht dieses Kolbens gilt dann 

K-=p'^l^d^n+fpd7th. 

An dem gr5sseren Kolben vom Durchmesser di 

sei die StulphChe A^, dann betragt die faier abwarts gerichtete 

Reibung Ti =fpdinhi, und es gilt ffir diesen Kolben 

K^ =p^/4di^Jt — fpdiJth^, 

Sonach wird 

1 — 4/^ 

d 

Bewegt sich der kleine Kolben um v abwarts, so muss eine 
Raummenge Wasser = ^/id^Jtv in den grossen Cylinder ubertreten 
und dessen Kolben um die Strecke c heben, so dass ^/id^nv 
= ^/idi^JTc und die Geschwindigkeit-tJbersetzung v:c = di^id!^ ist. 
Der Wirkungsgrad wird demgemass 



1) 



v = 



Ky c di Kq 



Kv 



1 + 4/ 



h 



K 



^ 



wenn K^ = JCi -r-^ die far eine vollkommene Presse ohne Reibung 
(/•rssO) erforderliche Triebkraft ware. 

Beispiel : Ftlr ^ : rf = fc, : d, = 0,2 , cii : d = 18 nnd f= 0,i2 ist 

1 — 4 • 0,12 • 0,2 ^ 

^== 1+4.0,12.0,. = ^-^^^- 

die Wasserdrackpresse arbeitet also erbeblicb giinstiger als Keil- und Scbraaben- 
pressen (l.Tbeil, 2.Ai3fl., S,219 und 268). Eb wird K^\K= 18-- 0,825 = 267,3. 



1 c. Druckkraffc anf eiii beliebiges Stiick der Geflisswand. 
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Fig. 178. 




Die Ubersetzung ist eine sehr erhebliche und kann durch Wahl von d^: d be- 
liebig festgesetzt werden Hier wiirde mit einer Triebkraft K=100^ eine 
Niitzkraft K^ = 26 730 kg erreicbt werden. 

c) Brnckkraft auf ein beliebiges Stfiek der Geflksswaiid. 

Soil das Gesammt-Ergebnis der Druckkrafte auf ein Stuck 
BOI} (Fig. 178) der Wandung eines Gefilsses, in dena der Druck 
p herrscht, bestimmt werden, so 
bedenke man, dass ein Flachen- 
theilchen die Druckkraft p-dF er- 
fahrt, die mit drei rechtwinkligen 
Achsen die Winkel a, )ff, y bilden 
m5ge. Dann bekommt man gerade 
so, als ob JB CD die Endflache eines 
in der /p-Eichtung ver?chiebbaren 
Kolbens ware, in dieser Achsen- 
richtung eine gesammte Kraft 

1) I>g=p2dF'C09a = p'Fai, 
ebenso in den beiden anderen Achsenrichtungen 

2) Dj^^pUdF'COsfi^^p'Fj,, 

Dz ==^ pI!dF' cosy = p'Fz. 

Darin bezeichnen JP«, Fp und F^, die Projektionen der gedruckten 

Plachen auf die yz-, die ojz- und die a?y-Ebene, oder die recbt- 

winkligen Projektionen in den Richtungen der ^-, der y- und der 

2:-Achse, wobei die etwa paarweise aufeinander 

fellenden Projektionen von Flachentheilchen fort- 

zulassen sind. Die Seitenkrafte gehen durch die 

Schwerpunkte der entsprechenden Projektions- 

flachen Fx, Fy und Fz bin durch und werden 

sich im AUgemeinen nicht zu einer Einzelkraft 

zusammensetzen lassen, sondern daneben noch 

ein Achsenmoment liefern. GehOrt die Flache 

freilich einer Eugel an, so gehen die einzelnen 

Krafte p'dF sammtlich durch deren Mittelpunkt und liefern eine 

durch denselben Punkt gehende Einzelkraft 

Auch noch in solchen Fallen, wo die Begrenzungslinie des 
Fiachenstuckes eine ebene Eurve ist, lassen sich die Druckkrafte 
zu einer Einzelkraft 1> zusammensetzen. Legt man dann namlicb 
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die y;f-Ebene in die Ebene dieser Kurve (Fig. 179), so heben sich 

beim Projiciren in der y- und in der -sr-Richtung die Fl&chen 

gegenseitig auf, weil sie s&mmtlich paarweise anf einander fallen. 

Es ist JPy = jp; = 0, daher auch Dy ^^ Dz = 0, mithin der 

Gesammtdrnck 

4) JD^B.^'pF,. 

Darin ist JP, die ebene Plache der Umgrenzungslinie, und D geht 
durch deren Schwerpunki 

d) Wandst&rke von OefSssen and Rfihren. 

Wird ein kugelfSrmiges Gefass (Fig. 180) vom Halb- 
messer r und der Wandstarke d nach einem gr5ssten Kreise durch- 
schnitten, so Hbt die darin be- 

findliche PlQssigkeit, bei einem ^^^- ^^^- 

Drucke ^p ftir die Flachen- '"'^^ ^^^^^^^^ 

einheit, auf die eine Halbkugel- 
flache eine Krafk i> aus, welche 
nach vorstehender Gl. 4, mit 
Fit = r^n^ sein muss: 

T> = pr^Jt. 

Diese Kraft muss durch die 

Spannkrafte der ringfOrmigen Schnittflache im Gleichgewichte ge- 

halten werden. 

Hinsichtlich der Spannungen in der Wand werde hier die 
yerein&chende Annahme gemacht, dass sie sich gleichmassig tlber 
die Dicke 6 vertheilen und 

uberall den Werth a haben. ^^^- ^^^• 

Da nun die Schnittflache 
= 2r^d ist, so wird: 

2r7t' d' a = pr-Tt oder 

r 2> 

2 o* 
Eine cylindrische 
R5hre (Fig. 181) vom Halb- 
messer r, der Wandstarke d, 

dem innern Drucke jp, der Lange I erf^hrt die starksten Spannungen 
an irgend einer durch ihre Achse gelegten Schnittebene. Fur die 
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gesammte Druckkraffc gegen die eine Halfte isfc die Flache F^^ = 2rl 
massgebend mit \D = 2prl. Unter der auch hier gemacbten 
Voraussetzung uberall gleicber Spannnng o (vgl. unten) ergiebt sich 
an jeder der beiden Schnittflachen die Spannkraft ad-l, daher wird 

2(T-d-Z = 2p-r-Z, und 

2) d = r^. 

a 

d. h. doppelt so gross wie beim kugelf5rmigen GefS^sse. 

Gl. 2 ist wahrscheinlich znerst von Mariotte angegeben worden. 

Die Formeln 1 und 2 geben fur kleine Werthe von p so 
geringe WandsUrken, wie sie aus GrQnden der Herstellung und 
Handhabung nicht zul^ssig sind. Daher fugt man jenen noch einen 
Zusatzwerth + c bei, der sich nur nach Ausfuhrungs-Eucksichten 
bestimmt. Bei GefSssen und Bdhren aus Gusseisen betrSLgt etwa 

3) • ^ = 0,7'^". 

Beispiel : Soil ein gosseisemes Wasserleitungsrohr von r = 20 cm auf 
einen inneren Druck p=lO^^ berechnet werden, und wahlt man wegen der in 
einer Wasserleitung unvermeidlichen Stcifse die Spannung rr nur=*250at, so 
Tvird nach Gl. 2 und i\ 

''--''iro + «''=''^'""- 

Giiltigkeitsgronze fiir Gl. 1 bis 3. Diese Formeln gelten nur fur 
kleine Werthe von pur. Fiir grossere Driicke, wie sie bei dea Cylindem von 
Wasserdruckpressen und besonders bei Kanonenrohren vorkommen, ist die Vor- 
aussetzung i!iberall gleicher Spannung sclbst annaherungsweise nicht mehr zu- 
treifend, vielmehr orgeben genauere Kechnungen, dass die Spannung an 
der Innenseite des Bohres stets grosserist als an den tlbrigen 
S telle n. Xanonenrohre erleiden denn auch die ersten Bisse stets an der 
Innenwandung, und man untersucht sie daraufhin mittels eines Spiegels, um 
sie rechtzeitig ausser Gebrauch setzen zu konnen. 



Bemerkung. Die bisherigen Entwicklungen galten (mit Aus- 
nahme der Wasserdruckpresse) vereint fur tropfbare und gasfSrmige 
KOrper. Da bei den weiteren Betrachtungen aber auch die Schwere 
zu berueksichtigen ist, und zwischen den tropfbaren und gasf5rmigen 
K5rpern der wesentliche Unterschied besteht, dass erstere eine un- 
Yer^nderliche, letztere aber eine sehr verS;nderliche Dichte haben, 
so mussen weiterhin die tropfbaren und die gasf5rmigen K5rper 
getrennt behandelt werden. Wir wollen zunSchst die tropfbaren 
KOrper, die nach S. 165 als nicht zusammendruckbar betrachtet 
werden kOnnen, besprechen. 
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Fig. 182 a. 



2. Gleichgewicht tropfbar-fliissiger Korper unter 

Einwirkung der Schwere. 

a) Wasserspie^el. Druck in der Flussigkeit. 

Soil die in einem oben offenen Gei^e befindliche Flussigkeit 
unter Einwirkung der Schwere, als einziger Massenkraft, im Gleich- 
gewichte sein, so muss die obere freie Flache, der Wasserspiegel, 
eine wagerechte Ebene bilden, d. b. rechtwinklig zu der herrschenden 
Massenkraft stehen. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir zunachst den Gleichgewichts- 

zustand bei beliebiger noch unbestimmter Oberflache AB (Fig. 182) 

an. Von einem beliebigen 

Punkte P im Innern aus- Fig. 182. 

gehend, umgrenzen wir * ^ 

ein Wasserprisma PQ, 

von der L^nge I und der 

Neigung a gegen die 

Wagerechte. Der Quer- 

schnitt des Prismas sei 

dFj sein Gewicht y-dF-L 

1st p der Druck im Punkte P, so wirkt hier eine Langskraft p-dF 

auf das Prisma. Denkt man sich das Prisma erstarrt, und die um- 

gebende Flflssigkeit ihrerseits auch, wobei aber an den Langfl9.chen, 

entsprechend der Natur der flussigen KOrper, nur Normaldrucke 

auftreten kOnnen, so liefert das Qemchi y-dF-l in der Langs- 

richtung des Prisma gem9.ss der Zerlegung (Fig. 182 a) die Seiten- 

kraft y-dF^l'^ma^ und wenn die Oberflache keinen Druck erfihrt, 

muss 

P'dF = y'dF-l-Aviti 

sein. Wird der HOhenunterschied der beiden Punkte P und Q^ 
d. h. Z sin a = ^ gesetzt, so folgt 

1) p=yz. 

Wenn man nun von P aus nach einem anderen Punkte Qi 
der Oberflache ein Prisma PQi abtrennt, so erhalt man far dessen 
Gleichgewicht ebenso Pi=yzi. Da sich die Fllissigkeit im Gleich- 
gewicht befinden soil, muss nach S. 166 der Druck im Punkte P 





2 a. Wasserspiegel. Druck in der Flussigkeit. 
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Fig. 183. 



Bach alien Richtungen PQ, PQi . . . derselbe, somit p=p\ und 
daher auch z=^Zi sein; d. h. die H5he der verschiedenen Punkte 
der Oberflache uber der Wagerechten, die durch irgend einen Punkt 
im Innern der FIflssigkeit gezogen wird, muss die gleiche sein, der 
Wasserspiegel mass also eine wagerechte Ebene bilden. 

GL 1 enthalt das Gesetz des Druckes fur eine im Gleich- 
gewichte befindliclie Flussigkeit unter Einwirkung der Schwere. 
Eine Flussigkeitssaule von der Grundflache = H™ und der H5be 
= ^™ hat ein Gewicht yz^ wenn y das Gewicht von 1®^" be- 
deutet, und bringt dadurch den Druck p=yz hervor. Man nennt 
deshalb auch z=p:y die auf eine Flussigkeit von der Dichte y 
bezogene DruckhOhe. 

1st z. B. ^ in t'cbn ausgedriickt, so erhalt man p in Vqm nnd z=p:]r 
in ™. Um p in »* anszudriicken, ist aber ^,'io des Werthes p zu nehmen. 
Einer DrnckhShe von z m entspricht daher ein Drnck von y • z t/qm = V^o T'^^^- 

Eine wagerechte Ebene im Innern der Flussigkeit hat an alien 
Stellen dieselbe Tiefe unter dem Wasserspiegel, ist daher eine 
Fl&che uberall gleichen Druckes, 
eine sog. Niveau-FUche. 

' Auf eine wagerechte Bodenfl^che 
(Fig. 18b) vertheilt sich der Druck gleich- 
missig. Ein BodenstGck AB von der 
Flache F in der Tiefe h unter dem Wasser- 
spiegel erfahrt eine Druckkraft 2>, die durch 
den Schwerpunkt der Flache F hindurchgeht. 
Diese Kraft ist unabhSlngig von der Form 

des GeiUsses und der Menge des Wassers in demselben, und 
nur abhangig von der HOhenlage des Wasserspiegels. Mittels 
eines engen Bohres (Fig 184), welches 
sich an die Decke eines GefS.sses an- 
schliesst, kann man, wenn man Getass 
und Bohr mit Wasser fullt, gegen den 
Boden AB vom Flacheninhalt F eine 
Druckkraft B^y-Fh, d. h. gleich dem 
Gewichte eines WasserkOrpers ABBiAi, 
ausfiben. Die Decke CE des Geiasses 
erfahrt dagegen eine aufwarts gerichtete 
Druckkraft JD^ = dem Gewichte eines Wasserprismas, das, ftbfer 




Fig. 184. 
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Pig. 185. 



der Decke stehend, bis zur H5he AiBi reicht. Der Drack Dy 
hat das Bestreben, Decke and Seitenwftnde des Gef&sses von der 
Bodenwand nach oben bin abzureissen. Die Mittelkraft von D und 
Di ist dann das Gewicht der wirklich vorhandenen Wassermenge. 
Ist (Fig. 185) der Wasserspiegel von dem Flacheninhalte F 
nicht frei, sondern wird auf ihn, vielleicht mittels eines Eolbens, 
eine Kraft K flbertragen, entsprechend 
einem Drucke p^^ K:F und einer Druck- 

h5he Aq^Po'^* ^^ ^^^^ ^&^* ^^^ ^^ 
fur die Wirkung einer Kraft gleichgtiltig 

isty ob sie durch einen Kolben oder durch 

das Oewicht einer Wassermasse erzeugt 

wird, die Wirkung des Kolbens auch er- 

setzen durch H5herlegung des Wasser- 

spiegels um die Gr5sse Aq* ^^ denkt 

sich also die wahre Oberfl^che AB mit 

dem darauf lastenden Kolben ersetzt durch 

die ideelle freie Oberfl&che A^Bq und 

kann alle Druckverh&ltnisse im Gei&ss auf diese beziehen. In 

einer Tiefe -? unter AB herrscht dann ein Druck p^yiz + h^- 



leC-^ 




Fig. 186. 



b) Drackkraft gegen eine ebene Seitenwand. Drnckmittelpunkt. 

Das ebene Wandstuck G E (Fig. 186) erf&hrt ^ber seine ganze 
Fl&che F parallele Druckkrd,tte, die stetig, aber ungleichmSl^ig 
yertheilt sind. Auf ein Flachentheilchen dF 
in der Tiefe z unter dem Wasserspiegel 
kommt die Kraft 

1) dD^y-dF'Z, 
mithin wird die gesammte Druckkraft 

D^yldFz, 

wof&r man nach der Lehre vom Schwerpunkte (1. Theil, 2. Aufl., 
S. 137, Gl. 6) schreiben kann 

2) n^yFz^, 

wenn zq die Tiefe des Schwerpunktes S von F unter dem Wasser- 
spiegel bedeutet Die DruckhQhe z^ des Schwerpunktes 
von F ist also die mittlere DruckhOhe fur die ganze 
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Fl9.che, nach welcher die 6r5sse der gesammten Druckkraft 7> 
berechnet werden kann. 

Yertheilten sich die Er9.fte gleichmftssig tlber F^ so ginge 
die Mittelkraft D darch den Schwerpunkt 8 der Flftche, da aber 
der Druck p dnit der Tiefe z zunimmt, so moss D tiefer liegen als 
der Schwerpunkt 8 der Flftche. 

Derjenige Punkt O, in welchem die Druckkraft D die Flftche F 
schneidet, heisst der Drackmittelpnnkt 

Urn ibn zu finden, benutzen wir Fig. 187. Tn der Seitenwand 
ABE ist ein Fiachenstfick F abgegrenzt Der Wasserspi^gel 
schneide die Wand in der wagerechten Geraden AX; rechtwinklig 
dazu liegt in der FIftche die Achse AY, welche mit der Loth* 
rechten den Winkcl a bilde. Ein 
Flftchentheilchen dF habe die 
Koordinaten os und t/, dann ist 
seine lotbrechte Tiefe unter Wasser 
r = y cos a . Ebenso gilt fBr die 
lotbrechte Tiefe zq des Schwer- 
puntes 8 unter Wasser, wenn y^ 
seine parallel mit A Y gemessene 
Ordinate ist, 

-^0 = ^0^03 a. 

Der gesuchte Druckmittelpunkt C 

babe die Eoordinaten x^ und y^. 

Es muss nun nach 1. Theil, 

2. Aufl., S. 124, in Bezug auf 

irgend eine Achse das Moment 

der Mittelkraft D gleich der 

Momentensumme der Einzelkrafte dD sein. Dies giebt fflr die 

Achse AX:Dy^-=^SdD'y Oder mit HWfe von Gl. 1 und 2: 

;/ JPyo cos a • y« = ;^ cos a Jd i^- 1/2 . 

Da nun j'cf.Fy^ Jdas Tragheitsmoment J^ der Flache F in 
Bezug auf die^Wasserspiegelachse AX bedeutet, FyQ aber das 
statische Moment 8^ derselben Flache auf dieselbe Achse, so wird 




3) 



.. e/a, _ SdFy ' 
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Dies ist (1. Theil, 2. Aufl., S. 283) die Schwingungslange der 
Fl9.che F^ falls sie als eine materielle Fl&che urn die Achse AX 
als Pendel schwingend gedacht wird. 

Fur die Achse A Y ergiebt sich 

T>Xm^ SdD'OD Oder 

SdFxy ist aber das Centrifugalmoment C^y der Flache F (1. TheiU 
2. Aufl., S. 293) somit 

Die Lage des Druckmittelpunktes C ist durch die 61. 3 und 4 
bestimmt; der Winkel * kommt darin nicht vor; wenn sich 
daher die Seitenwand um die Wasserspiegelachse AX 
dreht, so belid,lt der Druckmittelpunkt C in ihr seine 
Lage bei. Wir nehmen daher im Folgenden den Winkel a = 
an, betrachten also die Seitenwand als lothrecht, so dass dann 
z = y wird. 

Legt man durch den Schwerpunkt S (Fig. 188) eine wage- 
rechte Achse und nennt v den rechtwinkligen Abstand des Druck- 
mittelpunktes C von der Schwerpunktsachse, so ergiebt sich aus 
Gl. 3, well j; = Ji + Fy^^ (1. Theil, 
2. Aufl., S. 272) 



Pig. 188. 



, Js + Fyo^ Js , 



5) 



also V = 



Jm 




Erleidet nun der Wasserspiegel 
eine Parallelverschiebung nach oben, so 
bleibt J^sunverdiudert; mit zunehmendem 
yQ wird aber v kleiner und kleiner; 

ttir yo = oo wird v = 0. Dies ist auch selbstverstandlich, da, 
wenn die FlSlche in unendlicher Tiefe liegt, die Druckvertheilung 
an ihr als gleichmSssig angesehen werden kann. 

Die Lage der AT war bisher beliebig. Ist diese Achse eine 
Symmetrieachse fftr die Figur F, so wird = /dJ^-ary = 
(1. Theil, 2. Aufl., S. 294) und damit auch ^m^'O. Es liegt dann 
der Druckmittelpunkt auf dieser Symmetrie- Achse. 



2 c. Drackkraft gegen eine rechteckige Seitenwand. 
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c) Drnrkkraft gegen eine reehteekige Seitenwand. 

Ffir das Rechteck (Fig. 189) ist (1. Theil, 2. Aufl., S. 275) 
Js= yi2Fk^, daher nach GL 5, S. 180 



1) 



V = 



i^yo' 



Pig 189. 
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Der Druckmittelpunkt liegt auf der lothrechten Mittellinie des 
Bechtecks. Wird yo = *=^ » so wird v = 0; 
ruckt der Wasserspiegel aber abwarts, 
und zwar so weit, dass er die Oberkatite 
des Rechtecks triflft, so ist i/q^<^= 72 A, 
dafflr wird v„^am = V^ ^ » d. h. der Druck- 
mittelpnnkt liegt dann bei Ci im 
unteren Drittelpunkte der loth- 
rechten Mittellinie der FUche. 
Wasserspiegel und Druckmittelpunkt be- 
wegen sich hiernaih stets in demselben 

Sinne; beide nach oben oder beide nach 

  

unten. W^hrend aber der Wasserspiegel 

von der Oberkante des Rechteckes bis zu 3/0 = <^ na^ch oben 

rfickt, verschiebt sich der Druckmittelpunkt O dieser WandflSlche 

Dur um ^/eh von der tiefsten Lage nach ihrem Schwerpunkte. 

Beispiel: d=l^, fc==3m, ^^__2m, giebt jP=3qm; ist y das (Jo- 
incht von 1 cbm Wasser= lOOOkg, so wird D== 1000- 3 • 2 = 6000kg, und 



-±- 




i<- dr -»; 



^ = 1272 = 



m 



Pig. 190. 



Q— 



Selbstthatige Klappe. 
Das Verhalten des Druckmittel- 
punktes bei steigendem Wasser- 
spiegel kann benutzt werden 
i&r eine Klappe, die sich selbst- 
thStig dffhet, sobald der Wasser- 
spiegel eine bestimmte Hohen- 
lage Qberschreitet, indem man 
ilurch den zn der Grenzlage W 
des Wasserspiegels gehorigen 
Druckmittelpunkt C (Pig. 190) 

«ine wagerechte Drehachse fiir die rechtwinklige Klappe legt. So lange der 
Wasserspiegel uuterhalb W verbleibt, bleibt auch die Drackkraft D unterhalb 
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der Achse nnd drfickt die Klappe gegen die obere nnd nntere Anschlagflache. 
Uberschreitet der Wasserstand aber die Grenze TT, so r&ctt i> in die pnnk- 
tirte Lage oberhalb (7, offnet die Klappe nnd lasst das Wasser abfliessen. 

d) Drnck gegen eine ebene HanerflSclie oder Bohlwand. 

1st die Mauer ABCE (Fig. 191) auf der rechten Seite bis 
zur Oberkante mit Wasser in Bcrlihrung und betracbtet man ein 
Langensttlck der Mauer = 1 ™, 
rechtwinklig zur Bildebene, so ^^' ^^^* 

haben wir als gedrQckte Flftche 
ein Rechteck von der Breite 1 und 
der H5he A; der Wasserspiegel 
gebt durch die Oberkante der 
Druckfl^che, daher gebt D (nach 
S.181) durch den unteren Drittel- 
punkt der lothrechten Mittellinie 
der Flache. In einer Tiefe z be- 
tr^gt die auf die Einheit der B5he 
kommende Kraft p=yz. Setzt 
man ;/ == 1 * = 1 , so wird p=^z und die Darstellung des verander- 
lichen p erfolgt durch eine unter 45® geneigte Gerade BG. Die 
Druckraft auf ein HChentheilchen dz ist daher 

dD = zdZf 

und gleich dem wagerechten Flachenstreifen des gleichschenklig 
rechtwinkligen Dreiecks ABO. Die Gesammtkraft D wird dar- 
gestellt durch die FlSche des Dreiecks V2 h^ und greift in der H5he 
des Schwerpunktes dieser Flache an. 

2>= ^/iyh^ liefert in Bezug auf die Aussenkante JS der Mauer 
das Umsturzmoment 

1) .z>-V3A= V6;^^•^ 

wahrend bei einer Dichte /i des Mauerwerks das Sicherheits- 
moment (1. Theil, 2. Aufl., S. 167) 

2) G'^/2d=y2y^d^h 

betragt. Die Sicherheit der Mauer gegen Eanten erfordert: 

^/2yid'h>^/6yh^ oder 

3) "^ 



h 



n 
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Der Verschiebung der Mauer durch D=^^l^'Y'h^ setzt sich 
die Reibung f^G^f-yi'd-Ji entgegen (/== Reibungszififer), mithin 
muss aucfa sein: 

fy^d-h>^/'2yh^, d. h. 
d \ y 



Hat das Mauerwerk keine erhebliche Zugfestigkeit und soil 
ein Oifnen der Fugen vermieden werden, so muss die 
Mittelkraft aus D und G die untere Fuge A Em einem ^i^- ^^2. 
Funkte schneiden, der nicht ausserhalb des mittleren 
Drittels der Mauerstarke AE =^ d liegt (Den Beweis 
hierfar s. Keck, Vortrage fiber Elasticitatslehre, S. 301). 
Soil der Angriflfspunkt dieser Mittelkraft gerade an der 
Grenze des mittleren Drittels, d. h. um ^/^d von der 
Mitte entfernt liegen, so muss nach Fig. 192 die Be- 
ziehung stattfinden: 

Ved : y^h = tga = D:G, oder 




4 = l/^ 



o) 

Beispiel: Ftlr ^1 = 2;' und / = 0,8 geben die Gleichungen 

3) d>7tlA^6» oder <?>0,4i/t; 

4) d:>0,i2h; 

5) d = 0,7 h . 

Die letztere Bedingung erfordert also eine bedeutende Starke. 

Eine Bolilenwand (Fig. 193) sttitze sich gegen wagerechte 
Balken, sog. Riegel, die, auf eine Spannweite I frei liegend, sich 
wiederum gegen lothrechte Pfahle legen. Die mit Bohlen flber- 
deckten Riegel werden gleichmassig uber ihre Xange belastet; es 
soil far einen um z unter Wasser liegenden Riegel F die Be- 
lastung q far die Langeneinheit ermittelt werden. 

Die beiden benachbarten Riegel m5gen von dem betrachteten um 
di und 02 abstehen. Hinsichtlich der Kraftabertragung denken wir uns 
die Bohlen an jedem Riegel durchschnitten; sie wirken dann als statisch 
bestimmte Trager auf zwei Statzen. Far das Bohlenstack CF= ui 
von der Lange Bins, rechtwinklig zur Aufrissfigur, bildet die noch 
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mit ;' tnaltiplicirte Trapezfl^che CDEF die Belastongsfignr. Man 
liann diese ansehen als Untertichied de^ Becbtei'ks GOEF nnd dea 
Dreiecks DGE. Brsteres, von dem Inhalte zai, bringt nach dem 
Riegel bei F den Auf lager- 
drnck '/a/za, , letzteres, 
vom Inbalte ^ha^^, wirkt 
nar za einem Drittel 
anf F, a. zw. entlustend, 
d. h. mit — ^itiyay^. FQr 
das BohlenstQck FII ist 
FEJH die Belastonga- 
fignr. deren Inbalt in die 
beiden Theile zerRlllt za^ 
+ *jia^. Hierans ergiebt 
sicb fQr das Boblenstfick 
FB bei F ein Auflager- 
dmck ^hyzoz + yeya^^ 
Daber kommt auf die 
Lilngeneinbeit des Eiegels 
die Dnickkraft 
q='/iyzai — Ve/ai^ 

1) ? = V3;>'(ai + «2){«— V3(ai— oj)}- 

Sind die Riegel in gleichen AbsfSndea 0^ = 0,1^ a, so wird 

2) q=yaz. 

Ist der antere Theil der Wand, von L beginnend, auch anf 
der linken Seite (Fig. 193) mit Wasser in Berflbning, so &bt 
dieses einen Druck ans, dessen Vertheilung dnrch das Dreieck LMN 
dai^estellt wird. Dieser Gegendrack des Unterwassera {U. W.) 
UsBt aicb Ton dem Drucke des Oberwassers (O. W.) leicht ab- 
ziehen, da LMN=JPQ, ist TJnterhalb des Unterwasserspiegels 
ist also der Cberdrndk p=yh, wenn h der HChennnterschied 
der beiden Wasserspi^el ist, nnd es wird f^r jeden nnter U.W. 
liegenden Kiegel 

3) q=yak. 




2e. SchloassDthore. 
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e) BereehiiaD^ der Rie^el drs Stemmthorea einer Schleiue 

Erne SchifiBchleuse (Pig 1 14) dient znm Heben ernes Schiffes aas einec 
Kanalhaltung mit dem WasserHtand mT in erne andere mit hoherBtn Waaeer 
stande W oder zum feenten ernes Schiffes von O W hi& L W Sie liesteht 
aus den Oberthoren Ti nnd den Unterthoren T roit einer dazwiBthenliegendeii 
Kammar K welche duroh \ erschlieasbare KanHle jSi nnd JS mit W oder 
f W verbnnden werdeo tann 

SoU em Schiff (Lage 1) ana UW nach W bofordert werden so 
schLeaat man die oberen Kaoale A und (ffnet die anteren I wodurch der 



Fig 194 




Wssberstand in der Eammer A ant die Hohe >on U H gesenkt wird nun 
kann man das lluterthor T leicht offnen da es von beiden Seiten gleichen 
WasaeTdnick hat und das SthifT in die Kammer (Lage 2) Ziehen Dann 
ibhliesst man daa Dnterthor 1 nnd die nsteren Eanale k ofiiiet die oberen k^ 
wodurch Wasscr in die Kammer eiustromt bis deren Wasseretand in gleicher 
Hohe mit M stebt Hierbei wird das scbwimmerde Schiff nut dem Wasser 
Gpiegel nm k gehoben (I age 3) Jetit kann das ObeithoT T, leicht geoffhet 
nnd das Schift ans der Kammer nach W (Tage 4) nbeigefQhrt werden 

Die Thore smd zweiflQgehg Jeder FlQgel dreht sich nm eme lothrecbte 
an einer Seitenwand hegende Achse seine Luij,e ist etwas grosser ab dii 
halbe Weite der Kammer Beide Fldgel fallen daher wenn sie aich m der 
Hitte der Schlense heruhren nicht m dieselbe Ehene, Gondem bilden mit em 
ander emen etumpfen nacfa. dem Oberwasser gekehrten WmbeL Der hohere 
Wasserstand anf Aei M Seite preBst daher die Flugel selbstthatig zn 
sammen die Flti^e! stemmon sich gegen eiuauder and getren die Seitenwiinde 
and heiaaen desbalb btemmthore lu Gniudnsse der Ehg 194 sind die 
Thore im geschlobsenen Zustande ausgezogen im offenen punbtirt die Ereis 
bogen bezeichnen die Drebuneswege der FlSgelenden 
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Der Flugel eines li()lzernen Stemmthores (Fig. 195 Ansicht, 
Fig. 196 Gnmdriss) hat nan hinsichtlich der Eraftleistang einige 
Verwandtschaft mit einem 
Fach der bei Fig. 193 be- Fig. 195. 

sprochenen Bohlwand; nur 
tritt das Aneinander- 
stemmen neu hinzn. 

Das Rahmenwerk besteht 
ans der Drehs^ale (Wende- 
sftnle) u/, der Schlags^ule s 
und den wagerechten 
Biegein r, die an der 
Oberwasser-Seite raitBohlen 
bekleidet sind. Die Spann- 
weite I eines Biegels ist 
ZQ rechnen von der Achse 
der Wendes^ule bis zur 
Schleusenmitte. Seine 6e- 

lastung f&r die L^ngeneinheit ist nach 61. 2 oder 3 (S. 184) za 
bemessen. Die gegenseitige Druckkraft K^ welche die unter denoi 
Winkel 180^ — 2 a (Fig. 197) gegen einander gepressten Biegel 
durch Vermittelung der Schlags^ulen auf einander 
ansfiben, muss rechtmnklig zur lothrechten Mittel- 
ebene der Scblense sein. Ausserdem wirkt an den 
Biegein der Widerstand W der Wendesftule und 
die Last ql. Diese drei Erd,fte mtlssen sich im 
Gleichgewichte halten, also durch einen Punkt gehen. 
In Bezug auf die Wendesaule wird Kl%\Vi a = V2 ql^% 

ql 



i 



i 



m. 




Fig. 197. 



mithin K = 



und ebenso gross ist auch 




2 sin a ' 
IT, weil K und W symmetrisch zur Mitte des Biegels liegen. 

Man kann nun (Fig. 198) K zerlegen in ^cosa und -ffsina. 
Letztere Seitenkraft, gleich y2qlj entspricht dem Auf lager druck 
eines einfachen Balkens mit der Belastung q^ erzeugt mit ihr ein 
grOsstes Biegungsmoment in der Mitte = Vs q P^ und eine Biegungs- 
spannung 



1) 



a. 
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wenn d die lotfarBefate, i> fKe fvagvr«eli4e Abmessreing des recbt- 
winkligen Biegelqiierschnitts isL 

Die Kraft ^ cos a = ^/2ql cot a soil fBr den Fig. 198. 

Biegel als einfache Druckkraft lUngs seiner Mittel- 
liliie angesehen werden, da wegen der meist ^ '^*"^ 

sforken Querschnitts-Abmessangen der Biegel eine .^ KMntc 
erhebliche Ausbiegnng derselben nicbt anzunebmen 
ist. Hiemach ergiebt sicb eine tlberall gleicbe 
Druckspannung 

«x a I cot a 

Da die Biegnngsspannung^ a^ auf der O.TF.- 
Seite als Dmck auf der C/ITT.-Seite als Zug aaftritt, so wird die 
st&rkste Spannung 

3) q=a = a,±a, = ^(||±cota). 

Bi^ispiel: Fur eine Schleuse yon 6,3 m Weite sei tga = V6> Z = 3,a» 
=5320cm^ fe = 2m, a = 0,9m, (i = 20cni^ 6 = 40cbi. Dann ist fftr jeden 
nqter U,W, liegenden Biegel (nach Gl. 3, S. 184) 

2 = 1000 • 0,9 . 2 = 1800 kg/n, , 

und ql= 1800 • 3,2 = 5760 H . 

Um a in ^^ za erhalten, fiihren wir d^ h und 2 in cm ein, also nach Gl. 3 : 

5760 




(1^ + 6) =3,6(12 + 6) = 64,s at Druck 



2 . 20 . 40 

und + <r= 3,6 (12 — 6) = 21,6 »t Zug. 

Die Spannungsvertheilung im Querschnitte ist also eine sehr ungleichm&ssige. 



f) Drackmittflpnnkt eines Dreiecks, eines Kreises, 

eines Yiertelkreises. 

!• Dreieck. a) Grundlinie oben und parallel dem Wasser- 
spiegel (Fig. 199). In diesem Falle giebt es im Allgemeinen keine 
Symmetrie-Achse, aber gleichwohl ist 61. 4 (S. 180) entbehrlich, 
weil man leicht erkennt, dass der Druckmittelpunkt auf der Mittel- 
linie JDE liegen muss, da tlber jeden wagerecbten Streifen des 
Dreiecks eine gleichmdssige Eraftvertheilung stattfindet, so dass der 
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Druckmittelpunkt jedes Streifens in seiner Mitte liegt Es handelt 
sich also nur noch nm die 6r5sse 



JPyo "" 182^1/0 18yo 






Fig. 199. 
W 



Pig. 200. 



(s, 1. Theil, 2. Aufl , 
S. 275). Sinkt der 
Wasserspiegel bis an 
die Oberkante des 
Dreiecks mit y^ n^in 
== V^^i 80 wird 

d. h. es liegt der 

Druckmittelpunkt 
dann in der Mitte der Mittellinie DE. 

P) Liegt die Spitze des Dreiecks oben (Pig. 200), so wird in 

gleicher Weise v = 





, . . Ruckt aber 

der Wasserspiegel bis zur Spitze herab, so 
ist pomin ^V'ih, daher Vn^x = V12 A mit 
C im unteren Viertelpunkte von ED. 

2. Kreis. Es ist (Fig. 201) 

Js r^ 



Fig. 201. 







Fig. 202. 



Fur i/omin = r wird v«a*=V4r 
(Punkt Oy). 

3. Viertelkreis. Um aucb die Anwendung der Gl. 4 (S. 180) 
zu zeigen, wShlen wir nun den Viertel- 
kreis (Fig. 202), desaen Druckmittelpunkt 
etwas mehr Rechnung erfordert als die 
obigen einfachen Beispiele. 

Der Wasserspiegel liege parallel mit 
dem oberen begrenzenden Halbmesser BC 
in einer H5he nr daruber. Der Schwer- 
pankt der HalbkreisflS;Che liegt (nach 
1. Theil, 2. Aufl., S. 133) una 

4 

— — r = a = 0,424r 
o7t 
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Yom Mittelpunkte entfernt. In dem gleichen Abstande von BC 
und BD muss auch der Schwerpunkt der Viertelkreisfl^che liegen. 
Mithin ist 



y^ = a + wr = r ( -^^ + nj . 



Das Trftgheitsmoment einer Ereisfl9.che in Bezug auf einen 
Durchmesser ist ^/aFyt^ wenn JFi die Flache des Kreises bedeutet 
Dazn liefern die 4 Viertelkreise je ein Viertel; sonach moss das 
Tragheitsmoment des Viertelkreises BCD in Bezug auf BG gleich 
V4-Fr2 sein, wenn F=^IaF^ die Flache BCD bedeutet Das 
Tragheitsmoment Js in Bezug auf die wagerechte Schwerpunkts- 
achse ist sonach 



4 "^y ^ '  V4 9jr2 
Daher wird nach Gl. 5 (S. 180): 

J_ 16^ 

,v Js 4 9;r2 

1) w = -= — = »•-— i • 

F-yo 4 

Zur Ermittelung von x^ nach Gl. 4 (S. 180) woUen wir vorerst 
das Centrifugalmoment C berechnen. Es empfiehlt sich, dasselbe 
auszudrficken durch das etwas bequemere Centrifugalmoment Cb in 
Bezug auf BC und BD. Mit y = 3/1 +nr wird 

C^SdFxy^SdFx{y^+nr) 
= S^ F^Vi +nrSd Fx , somit 

2) C = Cb + wr i^a?o = Cb + F^-nr^. 

Ein Flachentheilchen dF=^dx'dy liefert zu Ci den Beitrag 
dx'dy-xyi. Samratliche Flachentheilchen des Streifens EG von 
^er Breite u haben tlbereinstimmende yi und (fy, liefern also zu- 
sammen den Beitrag 

y\dy\ ocdx = 72^1 ^dy-u^^t 

mithin der ganze Viertelkreis 

Cb= ^h\yidy'U^. 
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HieriD ist dy = dy^ ; ferner le- = r^ — y^^ wodurch 

Cb = V2 r2 1 y^ dy^ — V2 1 yx ^ dy^ = V8 »-*, Oder 



2jr ' 



Oj5 = -7; — , und damit 



3) ^.= ,.,.(_L+4^) wird. 

Nanmebr ergiebt sich 

G__ 2jr "^ 3 ^ _ 3 + 8n 

4). x^- -r ^ ~'*8 + 6n;r 

Oder, wenn in Zahler und Nenner durch n getheilt wird: 

5) .J7m = ^ 



n 



Ffir n = 00 wird (nach Gl. 1) v = und Gl. 5 geht uber in 

4 

d. h. Punkt C Mlt mit S zusammeri, wie es sein muss (vgl. S. 181). 
Fur w = wird (nach Gl. 1) 

V = (7^ n — -s— ) r = 0,165r, und nach Gl. 4: 

Mo OJT/ 



3 

ct?«»= g-r = 0,375a'; 



(Punkt C in Fig. 202). 



g) Drnckkr&fte gegen kramme Fl&chen. 

Durch den freien Wasserspiegel sei die Ebene A XT gelegt 
(Fig. 203), die AZ gehe lothrecht ab warts. Es soUen die Druck- 
krafte des Wassers gegen die gekrummte FlSche BEC (etwa 
Kugeloktant mit dem Mittelpunkte C) bestimmt werden. Ein 
Flachentheilchen d JP bei P in der Tiefe z unter dem Wasserspiegel 
erflhrt eine Druckkraft ;^-<ii^-^, welche mit den Achsen die Winkel 
a , ^ und d bilden moge. Durch rechtwinklige Zerlegung erhalt man 



2g. Druckkrafte gegen krumme Flachen. 



191 



dDy = y'dF' cosfi-z ^y-z- dFy, 
dDs=^y'dF-cosd-z = y'Z'dF:y 

worin dF^, dFy, dFg die recht- 
winkligen Projektionen von dF in 
der Bichtung der ^, der y bezw. z 
bedeuten. Da die Projektion dFx 
in derselben Tiefe z unter Wasser 
liegt wie dF, so bedeutet dl>„ 
aach die Drnckkraft gegen die 
Projekiionsfld.che» demnach ist die 
ganze Kraft in der tr-Bichtnng 

n.^yJz'dF, 

die gesammte Drnckkraft, die anf 
die ebene Projektion Fa, = BiCi 
der gekrnmmten Fl&che kommen 
wfirde and deren GrOsse und Lage 
nach S. 178 — 190 zu bestimmen ist. 
Seitenkraft 



Fig. 203. 




ydMz 



Fig. 204. 



Gleiches gilt bezDglicb der 

I)y-=^ySzdFy, 

Dabei ist noch zu bemerken, dass diejenigen Fl&chen, welche beim 
Projiciren in einer der beiden wagerechten 
Bichtungen paarweise anf einander fallen, 
nicht mit in Betracht kommen. 

Anders yerhd.lt es sich mit der Seiten- 
kraft dDz, weil beim Projiciren von dF 
anf eine beliebige wagerechte Ebene die 
HOhenlage des FMchentheilchens dF nicht 
mit der seiner Projektion dFt tiberein- 
stimmt Wohl aber bedentet y^z-dFz 
das Gewicht derjenigen Flassigkeitss&ule, 
die vom Flftchentheilchen dF bis zum 
Wasserspiegel reicht Daher ist anch 

D.^yS'Z'dF, 

das Gewicht der lothrecht Qber der gedrtickten Fl9.che stehenden 
Wassermasse ^^jEJ{t (Fig. 203) und geht durch deren. Schwerpunkfc 
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1st jedoch die Plache BCE (Fig. 204) so gestaltet, dass ein 
Theil GE derselben schrSg aufwSrts gerichtete Theildrucke er- 
fahrt, so liefert diese zu Dz einen an f warts gerichteten Beitrag 2>i', 
gleich und entgegengesetzt dem Gewichte eines gedachten Wasser- 
k5rpers CGHE^ der von der Flache CE bis zum Wasserspiegel 
reichen wQrde, und durch dessen Schwerpnnkt geht, wahrend der 
Beitrag 2>^ der Flache BG wie vorhin bestimmt wird. 




^fqd9 



h) Riegel eines gekriimmten Sehlensenthores. 

Die Biegel eines ebenen Sehlensenthores (S. 186) warden sehr 
ungleichmassig gespannt. Geht man fur grOssere Schleusenbreiten 
zu eisernen Thoren uber, so kann man durch die Wahl gekrtimmter ' 
Riegel und There eine bessere 
Ausnutzung der Festigkeit, d. h. 
eine gleichm^ssigere Spannung, 
erreichen. Es soil die Bedingung 
gesucht werden, unter welcher 
ein Riegel in wagerechter Ebene 
uberall eine gleichm^ssig uber 
den Querschnitt vertheilte Druck- 
kraft erfEhrt. 

1st (Fig. 205) AB==d8 em 
Theilchen des Riegels mit dem Krummungshalbmesser q und dem 
Mittelpunktswinkel di>, ferner q die auf die Langeneinheit kommende, 
nach S. 184 zu bemessende Belastung, so mussen nach obiger Be- 
dingung an den Schnittstellen die centrischen Druck-Spannkrafte S 
und S+ Sd auftreten. Das Qleichgewicht erfordert S= S+ dS, 
d. h. dS=0, Oder S uberall gleich. Ferner ist gemass dem 
Krafteck in Fig. 205: 

Ssin y2dd=^ ^ 2qd8 oder, wegen sinrfd= d^, 
Sdd =^ qds = qQd'd, daher 
1) S^qQ. 

Da nun S tiberall gleich war, so muss wegen der Unverander- 
lichkeit von q auch q uber die ganze Lange des Riegels denselben 
Werth habeti, d. h. der Riegel muss kreisfSrmig sein. 



2i. Gesammtdruck auf die Gefasswande. 
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Zwischen den Wendesaulen A und B (Fig. 206) im Ab- 
stande 2 a sind nun verschiedene EreisbOgen mdglich. Fur einen 
Halbmesser ^ nnd einen halben Mittelpunkts- 
winkel a ist die Bogenlange J. C = g a , die 
halbe Weite a = g sin a . Einer Spannkraft 
S=qQ entspricht ein Querschnitt JP= qQiO, 
wenn o die znl^ige Spannung, daher ist der 
Bauminhalt des Biegels eines Flagels 



2) 



V= Fqol= ^ Q^a = 



o sin^a" 




Soil V mSglichst klein werden, so muss nach 
der Kegel vom Minimum 

= sin^ a — a • 2 sin a cos a oder 

3) tg a = 2 a sein. 

Dieser Bedingung gentigt ein Winkel a = 66 ° 47 ' 
rait sin a = 0,9i9 ; dafCir wird p = a: 0,9i9 = 1 ,088 a , 
und 

F=^^P= 1,088 a ^^. 
Praktischen Gebrauch macht man von dieser Untersuchung nicht; sie ist 

** 

nur eine Ubnngsanfgabe der angewandten Matbematik. 

i) Gesammtdrnck auf die 6ef3£»w&nde. Anftrieb einer Flfissigkeit. 

Befindet sich in einem oben offenen Qef&sse (Fig. 207) ein 
flussiger K5rper im Gleicbgewichte, so wirkt an der Flussigkeit 
vom Sauminhalte V als Massenkraft das Gewicht G = yV lothrecht 
abwarts, darch den Schwerpunkt S der 
Flussigkeit gehend. Ist 2> der Gesammt- 
druck der GefSsswande gegen die Flussig- 
keit, d. h. die gesammte Oberfl^chenkraft, so 
muss 1> mit G im Gleichgewichte sein, also 
Z> == 6r = ;/ p^ lothrecht aufwarts durch 
den Schwerpunkt der Flflssigkeit gehen. 
Der Gesammtdruck des flflssigen Korpers auf 
die Ge^sw^nde ist nach dem Gesetze der 
Wechselwirkung das Entgegengesetzte von X>, 
d. h. v5llig ubereinstimmend mit dem Ge- 
wichte G des flftssigen KSrpers. Seitendrucke D^. und D^ kommen 
bier nicht in Betracht, weil beim Projiciren der gesamraten inneren 
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Pig. 208. 



I 



i 



G 

A 




Oberfl&che des Gef^ses auf eine lothrechte Ebene die Theilchea 
paarweise anf einander fallen. 

Umgrenzen wir in einem grOsseren, im Gleichgewichte befind- 
lichen flussigen KOrper einen beliebigen Theil BCE (Pig. 208), so 
mtissen an diesem ebenfalls die gesammte Massenkraft O and der 
Gesammtdrack A aller ihn nmgebenden Flussigkeits- 
tbeilchen sich auf heben, d. h. es muss A = G 
= ;^F, aufwarts gerichtet sein und durch den 
Schwerpunkt des KOrpers V gehen. Vertauscht 
man nun den Plfissigkeitstheil BCE mit einem 
anderen E5rper, dessen OberflSLcbe genau mit der 
TJmgrenzung BCE ubereinstimmt, so ubt die 
umgebende Flussigkeit auf den eingetauchten 
K5rper ganz dieselben Krafte aus, wie auf den etwa erstarrt ge- 
dachten Theil B GE des flussigen Korpers, mithin ist der Gesammt- 
druck der FlQssigkeit gegen einen in sie eingetauchten KOrper 

1) A^yY. 

Diese Kraft heisst der Anftrieb. Sie ist ganz unabhS,ngig von der 
Massenvertheilung des eingetauchten Korpers, lediglich bedingt durch 
den Flussigkeitskorper , dessen Stelle der feste K5rper einnimmt, 
also durch die von dem festen KOrper verdrS^ngte FlUssigkeit. 

Der Auftrieb einer Flussigkeit gegen einen in die- 
selbe eingetauchten K5rper ist lothrecht aufwarts ge- 
richtet, gleich dem Gewichte der verdrangten Flussig- 
keit und geht durch deren Schwerpunkt. 

Diese Begel gilt sowohl far einen vOllig, als auch far einen 
nur theilweise eingetauchten K5rper. In letzterem Falle bedeutet V 
den Bauminhalt des unter Wasser be- 
findlichen Theiles des eingetauchten 
K5rpers. Befindet sich der eingetauchte 
KOrper ganz unter Wasser und ist er 
nicht zusammendruckbar, so ist der 
Auftrieb unabhangig von der Tiefe des 
K5rpers unter Wasser, weil nach S. 165 
die Dichte y unveranderlich ist. 

Hangt man einen KOrper vom Gewichte G an eine gleich- 
armige Waage (Fig. 209), so muss an der anderen Seite derselben 




Pig. 209. 



G 



2i. Auftrieb. 



195 




-ein gleiches Gewicht O angebracht werden, um den KOrper im Gleich- 

gewichte zn halten. 1st aber (Fig. 210) der an der Waage han- 

gende KOrper vom Bauminhalte V 

ganz in eine Flfissigkeit von der 

Dichie' y eingetaacht nnd ist sein 

Gewicht G grosser als der Auftrieb A, 

so ist nur ein Gewicbt Q nStbig, um 

dem jetzt noch vorbandenen abwSirts 

gericbteten Gewicbte des KOrpers 

2) Q=^G — A 

das Gleichgewicbt zu balten. Dieses 

Gewicbt Q beisst das scbeinbare Oder relative Gewicbt des 

KOrpers in Bezug auf die Plftssigkeit. 

Die W9.gung eines E5rpers im eingetaucbten Znstande ersetzt 
in mancben FSillen eine Bestimmung des Bauminbaltes. Kennt 
man namlicb V, so ist damit aucb der Auftrieb A^^yV^G — Q 
gegeben. 1st es aber nicbt tbunlicb, V durcb Messung zu be- 
stimmen, so fubrt die Ermittelung des wabren und des scbeinbaren 
Oewicbtes {G und Q) zum Ziele, denn es ist 

3) r^A:r = (G — Q):r' 

Damit bat man denn aucb die mittlere Dicbte y^ des eingetaucbten 

K5rpers, nSmlicb 

jv G G 

Oder, wenn er bomogen ist, seine wabre Dicbte. 

Bekanotlich verwandte schon Archimedes (281—212 vor Chr.), der das 
Wesen des Auftriebes beim Baden erkannte, die doppelte Wagung, um fest- 
znstellen, wie riel Gold und wie viel SUber in der Krone des Hiero vou 
Syrakiis enthalten sei. Ist F^ die Raunmienge Goldes von der Dicbte y^ , V., 
die Raummenge Silbers von der Dichte y.^ in der Krone, so ist deren wahres 
Gewicht 

5) G^nVx + ny^- 

Der Auftrieb des Wassers (Dichte y) ist A = y{V^ +^2)? niithin das scbein- 
bare Gewicht 
6) Q=G-r-(V,+ V,). 

Diese beiden Gleichungen 5 und 6 konnen nach den Unbekannten F^ und V.> 
aufgelost werden: 

7) F,=-J rL_j__ 

Yx — n 
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Fig. 211. 



Um Fg zn erhalten, braucht man in Grl. 7 nur die Indices 1 und 2 rait ein- 
arder zn vertanschen. 

Steht ein Gefiiss mit Wasser auf einer Waagschale nnd tancht man mit 
dem Finger in das Wasser, so mnss die Waagschale sich senken. Der Finger 
crfahrt von dem Wasser einen Auftrieb ^, und dieselbe Kraft tlbt der Finger 
auf das Wasser und somit auf das Gefass nach unten aus. 1st V der einge- 
taucbte Rauminhalt, F der Querscbnitt des Ge^sses in der Hobe des Wasser- 
spiegels, so steigt ja aucb das Wasser im Ge^sse um Jh = V: F^ dadnrch 
wacbst der lothrechte Druck auf das Gefass um j'FJh = )'V^ d. h. genau um 
den Auftrieb. Ahnlich ist es, wenn man ein Stuck Holz odei* einen Fisch anf 
odor in das Wasser setzt; der lothrechte Druck auf das Gefcs ist dann, wenn 
wieder Gleichgewicht herrscht, genau um das Gewicht des Holzes oder Fischer 
gewachsen. 

Eine Kraft K=^Q = G — A = G — r ^" die einen nnter Wasser 
befindlichen KCrper in der Schwebe halt (Fig. 211), genugt auch^ 
denselben langsam nnd gleicbm^sig im 
Wasser aufwarts zu bewegen, (bei schneller 
Bewegung entstehen Bewegungswiderstande, 
die von der Gescl^windigkeit abhangig sind). 
Auch wenn der Korper auf dem Boden des 
Gefasses liegt, ihn aber nur in einzelnen 
Punkten oder Linien, nicht in Flachen, beruhrt, 
wird eine aufwarts gerichtete, die GrOsse 
Q = G — ^'F nicht wesentlich uberschreitende 
Kraft K hinreichen, den KOrper vom Boden empor zu heben. 

Zweifelhaft kann man aber uber die GrOsse der zum Empor- 
heben vom Boden erforderlichen Kraft K sein, wenn der Korper 
den Boden des Gefilsses mittels einer grOsseren Flache beruhrt 

In dem Falle der Fig. 212 lastet auf 
der oberen Flache des KOrpers eine Druck- 
kraft T^h, und es muss mindestens 

8) K^G + T'F'h 

sein, um den KOrper vom Boden abzuheben, 
wenn an der unteren Flache des KCrpers 
kein Wasserdruck wirkt. 

Letztere Annahme wird aber in den 
meisten Fallen nicht zutreffen. Befand sich 
in dem Gefasse schon Wasser, bevor der K5rper auf den Boden 
cresenkt wurde, so wird unter ihm eine dunne Wasserschicht ver- 
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Fig. 213. 



bleiben, die den Wasserdrack auf die untere Flache Gbertragt, so 

* 

dass nar 

9) K=G + r'F'h — r'F'h'=^G — r'r 

zum Heben erforderlich ist 

Wird der KOrper auf den Boden des leeren Ge^sses gelegt 
xind dann erst mit Wasser ubergossen, so ist es doch leicbt m5g- 
lich, dass in Folge kleiner Unebenheiten, Porep u. dgl. an dem 
KOrper oder am Boden, Wasser unter den K6rper dringt und Formal 9 
gultig bleibt Nur in solchen Fallen, wo KSrper und Boden ohne 
Poren, sauber bearbeitet und trocken aafeinander geschliffen sind, 
wird das nachtraglich eingegossene Wasser wahrscheinlich nicht unter 
den KOrper dringen k5nnen, so dass Formel 8 anzuwenden ware. 

Derartige Erwagungen sind erforderlich, wenn es sich z. B. urti 
die Standsicherheit des Widerlagers einer gewi^lbten BrGcke handelt 
(Fig. 213). Steht das Widerlager im Trocknen, so hat man das wahre 
Qewicht G desselben mit dem Kampfer- 
drucke W des GewOlbes (und dem 
etwaigen Erddrucke) zusammenzusetzen, 
um daraus die iur die Sicherheit des 
Widerlagers massgebende Mittelkraft R 
zu erhalten. Ist das Bauwerk aber dem 
Hoch wasser H-W ausgesetzt, so hat 
man zu erwagen, ob es wahrscheinlich 
ist, dass das Wasser in die Fugen oder 
unter die Grundflache des Mauerwerks 
dringen kann. In diesem Falle wurde, 

wenn auch die Hinterfullungserde vom Wasser durchzogen ist, der 
unter Wasser befindliche Theil des Mauerwerks nur mit seinem 
scheinbaren Gewichte Q = G — ;' V= (ti -^ r) K d. h. bei ;'i = 2 t' 
nur mit der Halfte seines Gewichtes einzufuhren sein, 

Bei kiesigem Boden wird das Wasser wohl Wege finden, um, 
wenn auch nicht sofort, doch mit der Zeit, unter dem Grandmauter^ 
werke mit seinem voUen Drucke zu wirken, wogegeri aiich dine das 
Mauerwerk umschliessende Spundwand nicht schibtzen kainn. Bel 
felsigem Untergrunde durfte es 5fter gelingen, das Mauerwerk mit 
Cemehtmdrtel dem Fel^en wasserdicht anzuschliessen. Bs hahgt 
somit von der Beschaflfenheit des Uritergrundes und der sorgfSlltigeli 
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AosfShrung des Grundbaaes ab, ob man iin einzelnen Falle den 
Wasserdrack aasser Acht lassen darf. 



I 



k) Gleichgewicht schwimmender K9rper. 

1st die mittlere Dichte j-i eines KOrpers kleiner als die Dichte ;- 
des Wassers , so filUt sein scheinbares Gewicht Q = G — A 
=^yiV — 7'F= (^i — T)y negativ ans. Der K5rper wird daher« 
wenn er nicht darch eine besondere abwSirts gerichtete Kraft K==^Q 
niedergebalten wird, sich aus dem Wasser erheben, anf dem Wasser 
schwimmen (Fig. 214) und wird im Gleichgewichte sein, wenn 
der Auftrieb 7-F des eingetauchten Theiles F, dieWasserver- 
drSngung (kurzweg Verdrftn- 
gang Oder Deplacement), sich Fig. 214. 

mit dem wahren Gewichte G 
des EOrpers im Gleichgewichte 
hSllt. Dazu ist erforderlich, dass 
Y V= G sei und dass der Schwer- 
punkt S des KOrpers mit dem 
Schwerpunkt U der verdrangten 
Wassermasse F in derselben 
Lothrechten liege. Die Gerade 
SE im K5rper heisst die 

Schwimmachse, die zu ihr rechtwinklige Ebene BOC des 
K5rpers, welche im Gleich- 




gewichte mit dem Wasser- 
spiegel zusammenf&llt, wird 
die Schwimmebene ge- 
nannt. 

Es soli nnn die Sicher- 
heit eines schwimmenden 
Schiffesgegen Umkippen nnter- 
SQcht werden. Das Schiff hab^ 
eioe Symmetrieebene; die durch 
die Schwimmachse SE geht. 

Es werde vin in 



Pig. 215. 




einer Weise, etwa mittels zweier wagerechten Taue, ein Kr&fte- 
paar SR anf den Schiffsk^rper (Fig. 215) aosgeabt, dessen Achse 
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rechtwinklig zur Querschnittebene steht, und dadurch eine Schief- 
stellung desselben um den kleinen Winkel i> bewirkt. Hierdurch 
andert sich die Form der Verdrangung und damit die Lage des Auf- 
triebes A . 1st nun auch in dieser* schragen Lage noch Gleichgewicht 
vorhanden, bilden also G und A ein Kraftepaar, welches das TJmsturz- 
moment 9R auf hebt, so befand sich das Schiff in der aufrechten Lage 
(vor Einwirkung des Momentes 9K) im sicheren Gleichgewichte; 
nach einer St5rung desselben kehrt es unter Einwirkung von G und A 
selbstthatig in die aufrechte Lage zuruck. Nach Fig. 215 ist dazu 
erforderlich, dass die neue Lage von A (durch den Schwerpunkt Ei 
der jetzigen VerdrSngung DKH) rechts von G, d. h. rechts von 
S liege, und dass A die Schwimmachse iu einem Punkte M schneide, 
der oberhalb des Schwerpunktes S liegt Das Standsicher- 
heits-Moment ist dann 



m^GS'P^yV'SM^md, 
Oder bei kleinem Winkel d 

1) m==GSM'^=^yV'SM'^. 

Die Lange SM ist fur die Standsicherheit massgebebd. Nennt man 
die seitliche Verschiebung des Schwerpunktes der Verdrangung 

so kann EJEi bei kleinem ^ auch als Kreisbogen um M aufgefasst 
und EEi =cG = EM*'d gesetzt werden. Mit ES=e wird 

2) SM = ME — e=-^ — e. 

Da die St5rung der aufrechten Lage durch ein Kraftepaar 
hervorgerufen wurde, so bleibt stets J. = 6r , d. h. die Verdrangung 
V der Gr5sse nach unverandert; mithin muss das eintauchende 
Keilstuck Vx = COU gleich dem austauchenden Keilstucke 
V^^BOD sein. Sind 8^ und 8^ die Schwerpunkte dieser Keil- 
stucke und bezieht man die Schwerpunkte 

E El Si S2 

auf die Symmetrie-Ebene KESM mit den Abstanden 

U f W ^ OB I 9 X^ 9 

wobei, wegen der Kleinheit von 1?, auch der rechtwinklige Abstand 
des Funktes Ei von KM gleich x gesetzt werden darf, so gilt, weil 
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DKH=V^BKC+OCH — OBD, d. h. 

ifit (nach 1. Tbeil, 2. Aufl., S. 125), die Momentengleichnng: 

Fa? = F-0 + Fic^i — F2 (— x^). 

Der Abstand des Punktes ^2 ist als — ^2 eingefQhrt, da 82 links 
von KM liegt. Setzen wir nun voraus, dass BC und DH sich 
auf der Schwimmachse in O schneiden und dass a^i = x<i gesetzt 
werden darf, so wird, wegen Vx^V^\ 



3) 



x = — —r-^ una SM = —~rK^ — e. 
V Vv 



Pig. 216. 



/ 







Die Gr5sse Fi ^1 ist von der Gestalt der Wasserlinie des Schiffes 

(Fig. 216) abhangig. Ist in einem Ab- 

stande z von der Vorderkante die halbe 

Breite in der Schwimmebene y, so liefert 

ein Langentheilchen dz ziiVi einen Bei- 

trag ^l^y^'d'dz und zu Fi^^i an- 

D&hernd einen Beitrag ^/^y'^-'d-'^/zy^dz 

= ^/zy^-'d'dz^ so dass 

^1 ^\ = \/3 ^Sy^ ' ^ - 
wird. Nun ist aber ^/zydz^y- das Trag- 
heitsmoment des in Fig. 216 schraffirten 
Theilchens der Schwimmflache in Bezug 
auf ihre Langenachse (1. Theil, 2. Aufl., 
S. 275). Also ist das Tragheitsmoment der ganzen Schwimmflache 
in Bezug auf ihre Langsachse 




4) 



3 = -^Sv'^ ' d- » so dass 

6 ^ 



2Fi-.ri=3-i> wird. 
Ftihrt man dies in Gl. 3 ein, so ergiebt sich 



5) 



SM^^ — e. 



Die Lange SM i^t hiernach bei kleinem Neigungswinkel 'd von 
diesem Winkel unabhangig, d. h. der Punkt M hat auf der Schwimm- 
achse eine bestimmte Lage und wird, weil er, von E aus be- 
ifcrachtet, bei sicherem Gleichgewichte jenseits des Schwerpunktes S 
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liegt, das Metacentrura (/^era = jenseits), und seine H5he SM 
uber S die metacentrische H5he genannt. Das Standsicher- 
heismoment ist sonach 

6) ^=yvl^^-e^^. 

Ist der schwimmende K5rper ein Prisma von der Lange /, 
ist F der Querschnitt der Verdrangung F= Fl und b die Breite 
in der Schwimmebene, so wird 3= ^/nlP, daher 

Die Lange SM ist jedoch nur far geringe Neigungswinkel von 
deren GrSsse unabMngig, Fur die starkeren Bewegangen der See- 
schiffe darf ein festes Metacentrum nicht angenommen werden. 

Hat der SchwinamkSrper die Form eines li eg en den Cylinders 
Oder einer Ka|3:el, erhalt der eingetauchte Eaum, die Verdrangung F, 
demnach die Gestalt eines Cylinder- oder Kugelabschnittes, so 
andert eine Drehung die Form von V gar nicht; es geht der Auf- 
trieb stets durch die Achse des Cylinders bezw. den Mittelpunkt der 
Kugel (Fig. 217). Ist der Korper ein Cylinder oder eine Kugel uberall 
gleicher Dichte /i , so fallen Schwer- 
punkt S und Metacentrum M zu- Pig. 217. 

sammen; ein derartiger KSrper 
schwimmt also in unentschiedenem 
Gleichgewichte; er setzt einer Drehung 
keinen Widerstand entgegen und 
kehrt auch nicht in die ursprungliche 
Lage zuruck, ist daher als Schiffs- 
form unbrauchbar. 

Fur die Eintauchung eines Cy- 
linders (Fig. 217) gilt die Gleichung r^Jty^ =r-(a — ^/'2sm2a)/. 
Diese Gleichung lasst sich nach a nur durch Probiren auflOsen, 

nach yi \y aber mit: 

Q ;^i 2 a — sin 2 a 

Soil a = 60®== V3^ werden, so muss 

v, 2/3 n — 0,866 ^ ^^ 

^ = — - — = 0,195 sem. 

/ 2^ 




I*' 
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Fig. 218. 



9) 



Fur einen homogenen Halbcylinder (Fig. 218) ist die meta- 
contrische H(5he 8M-=-^- (I. Theil, 2. Aufl., S. 133). Die Ein- 

tauchnngstiefe ist bedingt durch 

\/2 r^ Tt/i = r^ (a — V^ sin 2(x)y oder 

/i _ 2 a — sin 2 a 
y n 

Soil jetzt a = 60® werden, so muss 
;/i : y == 2 • 0,195 = 0,39 sein. 

Fur ein homogenes rechtwinkliges Parallelepiped (Fig. 219) 
Yon der H5be A, der Breite 6, der 
Dichte Yx gilt ftir die Eintauchungs- Fig. 219^ 

tiefe 2 die Gleichung 

yzh =i yihh^ d. h. 

i 




10) 



7 




Der Schwerpunkt 8 des KOrpers liegt urn V2A1 der Schwerpunkt E 
der VerdrSngnng am ^iz vom Boden entfernt, mithin ist 

y 

Dann wird nach 61. 7 mit F—bz 



= i;5=l(A-.) = |.(i- 



11) 



^^-'mrz~'-i2hj,~2V jr 




Damit SM>>0 werde, d. h. Standsicherheit vorhanden sei, muss 



.2, A>|/i:|( 

und fur Holz mit /i = 0,6;^ 



1-^ 



— > 1^6 • 0,6 • 0,4 = 1,2 sein. 
h 

Ist aber b = Sh (Fig. 220) und wiederum /i = 0,6;^, so wird 
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Fig. 220. 
oM 



Ein solcher flossartiger EOrper hat also eine grosse metacentrische 
H5he und bedeutende Standsicherheit' Jedoch gilt dies nur, so 
lange von den Oberkanten J nnd K keine unter Wasser, von den 
Unterkanten N und L keine 
nber Wasser liegt Bei 
starkeren Neigungen, wie sie 
in unruhigem Wasser leicht 
vorkommen, ist die Stand- 
sicherheit geringer. 

Bei neu gebauten Schif- 
fen wird die metacentrische 
HOhe SM zuweilen dnrch 
einensog.Er§.ngangs-(d. h. 
Neigungs-) Versuch (Fig.22 1). 
ermittelt DasSchiffm5gean- 
f anglich gerade geschwo mmen 
haben. Wird nun eine sch were 

Last P etwa von B um die Entfernung ^ nach D verschoben, so 
ist die Portnahme von B gleich- 



^ 



W 



bedeutend mit der Anbringung 
einer dort aufwarts gerichteten 
Kraft P, wahrend bei 2> eine 
gleiche abw9,rts gerichtete Kraft 
-auftritt Die Verschiebung be- 
wirkt demnach ein KrSiftepaar 
Pof. Entsteht dabei eine SchrSg- 
stellung uni den Winkel i>, der 
mittels eines Lothes am Mast- 
baam abgelesen werden kann, so 
ist nach 01. 1 



Pig. 221 




13) 



SM=- 



G'^M'd:=Pcc, mithin 

P^ 
Gd' 

Beispiel: Ptir ein Seeschiff betrage die Verdrangung F= lOOOOcbm, 
dann ist, weil fiir Seewasser ;'= 1025kg/cbm, (r = 10 250 * . Wird eine schwere 
Last (etwa ein Geschtitz) von P=20t und 5» eeitwSrts verschoben und ent- 
steht dadurch eine Neigung ^ = Va * == 0,oo87 , so folgt 

10 2o0 0,0087 
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Wie gross die metacentrische Hohe fiir Schiife verscfiiedenen Zweckes sein 
muss, ist lediglich durch Erfahrung festgestellt worden. Bei transatlantisrcheu 
Dampfem genugt schon eine metacentrische Hohe von 0,3 m; Segelschiffe 
miissen wegen des Segeldrackes and Kriegsschiffe wegen des Abfeuems der 
Geschntze eine grosse Standsicherheit (oder Steifigkeit) haben, daher etwa 
SM= 1 m . Ein zu grosses Steifigkeits- oder Standsicherheits-Moment ist' fiir 
die Festigkeit des Schiffes, welche dieses Moment aufnehmen muss, nicht vor- 
theilhaft, hat auch starke Winkelbeschleunigungen und daher heftige, un- 
angenehme Bewegungen zur Folge, wahrend ein SchifF von geringerer Steifigkeit 
weniger angegriffen wird und sanftere, weniger schadliche Bewegungen ausfuhrt. 



Pig. 222. 



I) Tropfbar flussige Korper in scheiubarer Ruhe in Bezng anf 

ein beschlennigt fortechreitendes Gefass. 

Das Gefass (Fig. 222) moge eine gleichbleibende Beschleunigung 
q mit der Neigung a aufwarts haben. Soil nun eine Flussigkeit 
darin in scheinbarer Euhe verbleiben, 
also nicht bin and her schwanken, so 
muss an jedem Massentheilchen Gleich- 
gewicht der Krafte herrschen, nachdem 
die Erganzungskraft — mq (1. Theil, 
2. Aufl., S. 84) hinzugefugt ist. Setzt 
man nun die Schwere mg mit — mq 
zusammen, so entsteht eine Mittel- 
kraft mk. Dies ist jetzt die gesammte 
Massenkraft, welche mit den Ober- 
flachenkr^ften im Gleichgewichte sein 
muss. An die Stelle der einzigen 

Massenkraft mp im wirklichen Euhezustande tritt nun in jeder 
Beziehung mk, Der Wasserspiegel muss, daher jetzt 
rechtwinklig zur Richtung von mk stehen. 

Fur den Druck pin einem rechwinkligen Abstande z vom 

WassersmesQl gilt p'dF = — dF' 2k i weil ein Prisma von der 
H5he z und der Grundflache cfJ" die Masse -dF-z bat; also 




1) 



p = — kz . 
9 



Ist q schrag nach unten gerichtet (Fig. 223), so kann k auch wago- 
recht, der Wasserspiegel also lothrecht werden. Dazu ist erforderlich, 
dass q^\w(i = g wird. 



21. Flussigkeit in scheinbarer Bnfae. 
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Bel lotbrecht aufwarts gerichtetem q wird 
._, + ,,, = ,(, + !).-. 

Bei lothrecht ab warts gerichtetem q wird 



Pig. 223. 



k^g — q; p^yil — 



z. 




Fig. 224. 



Fur q = g wird in diesem Falle 

k = und p = 0. 

Wenn also ein GefSss mit "Wasser im luftleeren Raume frei fiUt, 
so nbt das Wasser keinen Druck auf die Qe^swande aus. Lassen 
wir deshalb das Gef^ss ganz fort, so dass das Wasser im luftleeren 
Raume irei f§,llt, so ist auch jetzt unter den bisherigen Voraus- 
setzungen das Wasser drucklos und ohne Bestreben, eine bestimmte 
Form anzunehmen. In Wirklichkeit aber herrscht in dem Wasser 
eine sog. Oberflachen-Spannung; diese hat das Bestreben, einen 
Kprper kleinster OberlBache, d. h. eine Kugel, zu bilden; unter 
ihrer Einwirkung entsteht die Bildung kugelformiger Tropfen. 
AUerdings wurde auch die gegenseitige Massenanziehung der 
Theilchen eines flussigen K5rpers eine Tropfenbildung 
herbeifuhren, doch ist diese (l.Theil, S. 54) so klein, 
dass sie bei EOrpem geringer GrOsse gegenftber der 
Oberflachenspannung verschwindet. 

Ist die Beschleunigung q>>g und lothrecht 
abw9,rts gerichtet, so hat jedes Theilchen das Be- 
streben, mit der Beschleunigung k = q — g gegen die obere Flache 
des Gef asses zu fallen ( 1 . Theil, S. 86). Scheinbare Buhe ist dann 
nur m5glich bei oben beiindlichem Boden und unten befindlichem 
wagerechten Wasserspiegel (Fig. 224). 

m) Tropfbar flnssige E9rper in gleichmassiger Drehnng 

iiin eine Aebse. 

Setzt man ein GefUss, in dem sich eine Flussigkeit befindet,. 
in Drehung urn seine lothrechte Achse, so nimmt der flussige Korper 
nicht sofort an der Drehung Theil. Beim Fehlen jedes Reibungs- 
widerstandes zwischen Gefiss und Flussigkeit wiirde letztere durclr 
Drehung des Gefasses fiberhaupt nicht mitgenommen werden, sondern^ 
in Ruhe verbleiben. Da aber in Wirklichkeit Reibung stattfindet,. 



i. 



206 



Zweite Abtheilung. A. Gledchgew^icht Mssiger Korper. 



SO wird durcb schnelle Drehang des Oefasses anch die Flussigkeit 
bald in nahezu die gleiche Drehgeschwindigkeit versetzt. 

Die in einem rahenden cylindrischen 6ef§.sse befindlicbe Flussig- 
keit kann aber aucb durcb eine mit Flugeln versebene Welle, mittels 
einer oben angebracbten Biemenscbeibe, in gleicbmassiger Drebung 
mit der Winkelgescbwindigkeit co erbalten werden (Fig. 225). Dann 
bat man an jedem Massentbeilcben m za der wirklicben Massenkraft 
mff (nacb 1. Tbeil, S. 88) nocb die Centrifugalkraft ma^co^ binzuzu- 
fugen, (wenn oj der Abstand des 
Massentbeilcbens von der Acbse 
ist), um die gesammte Massenkraft 
mk z\x erbalten. Letztere scbliesst 
mit der Wagerecbten einen Win- 
kel a ein, ftir den gilt 



1) 







Liegt das Massentbeilcben an der 
Oberflllcbe und denkt man sicb 
die ubrige Masse, ausser jenem 
Tbeilcben, zu einem festen, v6ilig 

glatten K5rper erstarrt, so muss die Fl§,cbe, damit das Tbeilcbien 
auf ibr in scbeinbarer Rube verbleibe, recbtwinklig zu der Massen- 
kraft mk steben, d. b. jenen Winkel a mit der Lotbrecbten ein- 
scbliessen. Da die Verbaltnisse fur alle Punkte einer wagerecbten 
Ebene, die in dem gleicben Abstande ^ von der Acbse sicb befinden, 
dieselben sind, so muss die Oberfi§.cbe eine TJmdrebungsfi9,cbe sein, 
deren Meridianlinie im Abstande ou von der Acbse eine Neigung a 
gegen die Drebacbse bat. Ffir a? = ist (nacb Gl. 1) a = 90^; 
mit wacbsendem ^ verkleinert sicb a und die Kurve wird steiler. 
Legt man durcb den Punkt A^ in welcbem die Kurve die Dreb- 
acbse scbneidet, ein Acbsenkreuz, sind x und 3/ die Eoordinaten 
eines Punktes P der Kurve, so ist das Neigungsverbaltnis der 
Tangente im Punkte P gegen die Lotbrecbte A Y 

Verbindet man biermit Gl. 1, so wird 

(x)^xdoc=gdy oder 
d{}l2 oj^ • x^) ==d{g' y) . 
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Sind nan die Differentiate zweier Gr5ssen einander gleich, so unter- 
scheiden sich die Grdssen selbst um eine von den Ver§.nderlichen 
unabhangige Gr5sse (7; mithin wird 

Die GrSsse C ist abhangig von der willkfirlichen Lage des 
Anfangspunktes A. Hier ist Punkt A so gelegt, dass er der ge- 
suchten Kurve angehOrt mit den Koordinaten a? = und y = • Die 
allgemeine Gleichung 2 muss also fur a? = und y = gftltig bleiben. 
Daraus entsteht die Bedingung = + (7, d. h. C=0 und 



3) 



x^ = 



— h 



0)' 



Oder y = 






Dies ist die Gleichung einer Parabel mit lothrechter Achse vom 
Parameter gio)^^ ubereinstimmend mit der Form des sich drehenden 
Armes (1. Theil, 2. Aufl., S. 91, Fig. 90), auf dem ein Massenpunkt 
an jeder Stelle in scheinbarer Euhe verbleiben soil; die freie Ober- 
flache ist sonach ein Umdrehungs- Paraboloid. Je gr5sser ct> ist, 
desto kleiner wird der Parameter, desto steiler stellt sich die 
Parabel in einem gewissen Abstande von der Achse. Da a)x = v 
die Umfangsgeschwindigkeit der Drehung an der Stelle P ist, so ist 
die H6he y dieses Punktes uber dem tiefsten Punkt A^ 
nach der zweiten Fassung der Gl. 3, gleich der Ge- 



v 



schwindigkeitshohe -^ der Drehgeschwindigkeit o^oc 
des Punktes. 



Fig. 226. 



Um den Druck p an 
irgend einem Punkte Q der 
sich drehenden Fliissigkeit zu 
ermitteln, trennen wir (Fig.226) 
ein lothrechtes, von Q bis zur 
Oberflache reichendes Prisma 
heraus. An dessen Grund- 
flache dF wirkt die Druck- 
kraft p'dF aufwarts; diese 
muss gleich dem Gewichte 
Y'dF'Z des Prispaas sein, 
vrenn Q in der lothrechten Tiefe z unter der Oberflacjie liegt. Die 
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Centrifugalkraft des Prismas kommt in der Gleichang der loth- 
rechten Krafte nicht vor, also ist 

4) 'P^'^r^^ 

Fur uberall gleiche z bekommt auch f uberall denselben Werth. 
Fl^chen gleichen Druckes haben also in alien Punkten gleicbe loth- 
rechte Tiefe nnter der Oberflache, d. h. dieselbe Form MN wie 
die Oberflache 0X>; sie sind nur in lothrechtem Sinne dagegen 
verschoben. 

Liegt der tiefste Punkt A der Oberflache um A uber dem 
Boden, so tritt der stSlrkste Druck im QefSsse bei B auf und bat 
die Gr5sse 



5) 






Fig. 227. 



wenn r der Drehungshalbmesser von B oder C ist. 

Beispiel: Ein cylindrisches Gefass (Fig. 227) von der Weite 2jB und der 
Tiefe H sei nrsprfinglich auf eine Hohe c mit ruhender Fltissigkeit gefBllt- 
Wie gross muss die Drehungsgeschwindigkeit v = (i)R 
am Umfange werden, damit die Fllissigkeit bis zum 
Bande steige? 

Bildet sich bei der Drehung im Gefass ein voll- 
standiges Paraboloid als Oberflache, liegt also der 
tiefste Punkt A des Paraboloides noch um h fiber dem 
Boden, so ist, well der Inhalt eines Paraboloides 
(nach 1. Theil, 2. Aufl., S. 140) halb so gross wie der 
des umschriebenen Cylinder ist, die Fltissigkeitsmenge 
im Gefasse 

diese muss =R^7:c^ also £r+A = 2c sein. Nach 
Gl. 3 ist aber 

H — ^ = -^— ; mithin 
"^9 




v 



' 2 



oder 



6) 



_ 
2^ 



= 2{H—c). 




Gleichung 6 gilt nur, so lange c > V2 H. 
Pur c = V2jff wird namlich h = 0. — War das 

Ge^s aber anfanglich weniger als zur Halfte gefiillt, also c<:V*-H^» 
so kommt, wenn die Fltissigkeit zum oberen Rande steigt, der untere Theil 
des Paraboloids mit dem Punkte A nicht mehr zur Ausbildung. Der Flftssig- 
keitskorper nimmt eine Querschnittsform an, wie sie in Fig. 228 links ge- 
zeichnet ist, wahrend die rechte Halfte der Figur den Ruhezustand darstellt* 
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Nach Pig. 228 berechnet sich der Fllissigkeitsinhalt zxiV=B^7cH 
— yiR-^7:{H+h) + \'2r*'7rh = E'^T:c. Wegen r^ :B^ = h:{H+h) wird 



B^H _Byh 

2 "^2(jff+fc) 



9 



B^c Oder 



H^ = 2c{H-\-h), und 



v 



weil -^r- = H-\-h ist, 
2g 



7) 



«2 __ if 2 



;»== 



_ 



If. 



Fiir cz>ytH gilt Gl. 6, fiir c<:^l2H Gl. 7, fur c = V2 if geben beide 



t?^ 



Gleichungen f^bereinstimmend ^ = 11. 

Fiir c = 2/3 H giebt GL 6 : ^ = -|- if; der Punkt A (Pig. 227) bleibt 

ura h=^^/zH iiber dem Boden. 

i;2 3 

Fiir c = '^/hH giebt Gl. 7: --— = -^if; der tiefste Punkt A des nach 

° 2^ 2 

uiiten fortgesetzten Paraboloides liegt (Fig. 228) urn \/tH unter dem Boden; 

femer wird r- : JK ^ == V^ ? <>der r -== 0,ft77 B . 

In den vorstehenden Beispielen wurde eine bestimmte Flussig- 
keitsmenge in dem Qef&sse angenommen, so dass das Steigen am 
TJmfange eine Senknng in der 
Mitte zor Folge haben musste. 
Steht aber (Pig. 229) die Mitte 
des Bodens des cylindrisehen 
GefSsses, in welchem das 
Wasser durch Pltigel in 
Drehnng am die lothrechte 
Achse des GefS^sses versetzt 
wird (die Flugel sind in der 
Figur fortgelassen), durch eine 
B5hre mit einem gr5sseren 
Gef&se in Yerbindung, so 
wird der Punkt A mit dem 
Wasserspiegel J50 in gleicher H5he liegen mtlssen, wenn das 
Wasser im Verbindungsrohr in Buhe bleiben soil. Bei einer Um- 
fangsgeschwindigkeit v des Wassers am Bande wird dann dessen 

h5chster Punkt D nm z = -^r- ^^b^r BC liegen, so dass die Vor- 

richtung ein Mittel darstellt, Wasser zu heben. Bringt man etwas 




Eeekf Heclianik. II. 



u 
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unterhalb X> einen tJberlauf an, so hat man eine Art von Kreisel- 
pumpe. Doch genugt die Geschwindigkeit v = V^2gz noch nicht 
zu deren Betriebe, d. h. zur Bewegung des Wassers dnrch die Pnmpe 
hindurch, sondern nur zum Halten des Wassers im gehobenen Zu- 
stande. Fflr den Betrieb, fur wirkliche Wasserf5rderung wfirde 
eine grOssere Geschwindigkeit v erforderlich sein, deren Entwicke- 
lung aber uber den Bahmen dieses Baches hinausgeht 

In den Druckverhaltnissen des flussigen K5rpers (Fig. 229) 
wird nichts ge^ndert, wenn 
man bei EF eine Platte Fig. 230. 

einschiebt, sie mit dem Gef9,ss- 
mantel test verbindet and den 
daruber befindlichen Theil des 
GefSlsses und der Flussigkeit fort- 
nimmt. Es entsteht dann eine 
Vorrichtung (Fig, 230), bei welcher 
der am Umfange herrschende 
Druck sich dadurch beraerkbar 
machen wird, dass das Wasser 
in einem seitlichen Bohre sich 
bis J> uber das Unterwasser er- 
heben wird, wenn v = V2gz gemacht wird. 

Der starke Druck, der sich durch grosse Umfengsgeschwindig- 
keit erzeugen lasst, findet Anwendung 
bei den Schleudermaschinen 
(Centrifugen), welche zum Aus- 
pressen des Wassers aus nasserWSsche, 
des Saftes aus Zuckerruben - Brei 
u. dgl. benutzt werden. Bei diesen 
Maschinen (Fig. 231) wird der innere, 
mit durchlScherter Wandung ver- 
sehene Cylinder durch eine von 
unten mit ihm verbundene Welle 
in so schnelle Drehung gesetzt, dass 
von der paraboloidischen Oberfiache 
nur ein kleines, sehr steil ansteigen- 

des Sttlck zur Ausbildung gelangt. Als flussigen Korper woUen 
wir uns Bubenmasse denken, welche den schraffirten ringf5rmigen 
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K5rper bildet, der annaherungsweise als ein King von der Wand- 
starke R — r angesehen werden kann. Der drehbare Cylinder (die 
Trommel) ist von einem festen Geh&use umgeben, in welches der 
Saft durch die Offnungen des Mantels eintritt Der Druck an dem 
Punkte P der Trommel betragt 

weil (nach Gl. 3) A = -7: — = -Ei--^^ ist , 

2g 2gB^ 

1st h die H5he der Trommel, so ist der st^rkste Druck am unteren 
Bandenochum V^;^ 2^ grosser; doch istdieserUnterschiedunbedeutend. 

Betragt ferner das Oewicht der eingefallten Rnbenmasse 

Q=y(B^ — r^)7tb, so kann 

^ Q v^ 

geschrieben werden oder, wenn man den Inhalt der ganzen Trommel 
R^3th = V setzt, auch 

Der Druck p ist also mit der Ladung Q der Trommel 
verhaitnisgleich. 

Beispiel: Fiir eine Schleudermaschine sei 2? = 0,6Jn^ 6 = 0,6^, die 

Ladling Q = 1 60 1« , der Rauminhalt V = 0,5^ tt • 0,6 = 0,393 cbm . Die Maschine 

mache 1000 Umdrehungen in der Minute, dann ist t? = V^ • 314 = 52,3™/seko 

^?2 160 
also -jr- = 140 m und p = tt 140 = 57 000 i^g/qm = 5,7 kg/qcm = 5,7 at. Die 

2g 0,893 

Wandnng der Trommel muss also einen inneren Brack yon 5,7 a* ansbalten. 



V' 



Das Mantelblech erfahrt eine Spannong <r=<yi+<y3, worin <rj = 2;'i— — 

(s. S. 102, Gl. 4) durch die eigene Masse des Bleches, a^ '=^P~T (s- S. 175, Gl. 2} 

durch den inneren Druck p entsteht. Ist ^'i = 7800 ^/cbm , <J= 5mm = o,oo6 ^ , 

so wird 

<r, = 2 . 7800 . 140 = 2 184000 

<r2 = 57 000.100- =5700000 



<r = 7 884 000 ^9/qm 

oder <r=788»*. Diese erhebliche Anspannung macht es erkliirlich, dass 

14* 
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derartige Schlendermaschinen in ahnlicher Weise wie Dampfkessel einer sorg- 
faltigen tJberwachung unterliegen ; besonders muss mit Rticksicht auf Gl. 1) 
eine Uberladung (zu grosses Q) vennieden werden. 

3. Gleichgewicht gasfSrmiger Filissiglceiten. 

Wahrend tropfbar fldssige K5rper nahezu unveranderlichen 
Eauminhalt zeigen, ist der Bauminhalt der Gase in hobem Mafse 
veranderlich. Wie man das Verhalten elastisch-fester K5rper mit 
H&lfe von Elasticitatsgesetzen beurtheilen konnte, so giebt es fur 
Gase einfache Gesetze, denen ihr ausseres Verhalten unterworfen ist. 
Eine Anderung des Bauminbaltes einer Gasmenge kann erfolgen. 
durch eine Anderung seiner Temperatur oder seines Druckes oder 
auch beider zugleich; die Beziehung zwischen diesen Gr5ssen heisst 
die Zustandsgleichung. 

Es empfiehlt sicb, die allgemeinen Gesetze uber die Baum- 
anderung auf eine bestimmte Menge eines Gases, namlich auf 1 *«^ 
zu beziehen. Der Bauminhalt, den 1 ^ eines Gases in irgend einem 
Zustande einnimmt-, heisst der Einheitsraum oder das specifische 
Volumen und wird mit v bezeichnet. Die Dichte, d. h. das 
Gewicht von 1 *^™ wird auch hier mit y bezeichnet. Da nun Dichte 
mal Bauminhalt gleich dem Gewichte ist, so wird y^v das Gewicht 
des Einheitsraumes v, d. h. ;^v=l^» sein. Es besteht also die 
Grundgleichung: 
. 1) yv=\ Oder v=i:y. 

a) Der Boyle-Mariotte'sehe Satz. 

Bei gleichbleibenJer Temperatur andert sich die 
Dichte eines Gases verhaltnisgleich mit dem Drucke, 
der Einheitsraum also umgekehrt verhaltnisgleich mit 
dem Drucke. 

Beziehen sich namlich Druck pi, Einheitsraum vi und Dichte 
yi auf einen Anfangszustand und p, v, y auf einen anderen Zustand 
eines Gases, so ist zufolge der Erfahrung 

2) Z==Z = i!L, 

n Pi ^ 

n 

Oder es ist (nach Gl, 1) pi/==— eine unveranderliche Gr5sse, so- 
lange die Temperatur unverandert crhalten wird. 



3 b. Druckrerhaltnisse der Atmosphere. 
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Dies Verhalten der Gase ist vom Englander Boyle (geb. 1626 
ya Lismore in Irland, gest. 1691 zu London) im Jahre 1662 ent- 
-deckt, 1679 von dem Franzosen Mariotte (geb. 1620 zu Bourgogne, 
gest. zu Paris 1684) durch viele Versuche bestatigt worden und 
wird meist nach Letzterem benannt 

Wird also ein Gas auf Vs seines ursprunglichen Baumes 
zosammengedrdckt, mithin seine Dicbte um das Fiinffache ver- 
grSssert, so erhOht sich sein Druck ebenfalls auf das Funffache — 
jedocb nur unter der Voraussetzung, dass das Gas nachher dieselbe 
Temperatur zeigt wie vorher. 

In den meisten Fallen findet beim ZusammendrQcken eine 
Temperatur-ErhOhung statt, in Folge dessen der Satz dann nicht gultig 
ist. Nur wenn man durch besondere Vorkehrungen die Temperature 
Anderung verhindert, darf der Satz zur Anwendung gebracht werdiin 

b) DruckyerhSItnisse der AtmospMre bei fiberall 

ffleicher Temperatur, 

Die Atmosphare tibt auf alle mit ihr in Beruhrung befind- 
lichen K5rper einen Druck aus, der in der H5he des Meeresspiegels 
im Mittel pq = 10333 ^«/^ra betrSgt. Man kann sich 
hiervon flberzeugen, wenn man (Fig. 232) einen Kolben 
in einem Cylinder vom Querschnitt F bei geOffnetem 
Hahne h abw^rts schiebt, bis s^mmtliche Luft unter 
dem Kolben entfernt ist, und dann nach Schliessung 
des Hahnes den Kolben in die HOhe zu ziehen versucht. 
Es setzt sich dem, abgesehen von Beibungswiderst^nden, 
ein Widerstand K = pqF entgegen, der nur von der Wirkung der 
Luft auf die obere Kolbenflache herrtihren kann. 

jcbm L^ft ]ja|; bei diesera Drucke Pq und 

bei 0^ C. ein Gewicht y^ = 1,293 ^«. 

Ebenso wie im Wasser muss auch in der ^^^ 
Luft der Druck nach oben hin abnehmen, aller- 
dings nach einem anderen Verhaltnisse, weil die 
Dichte der Luft veranderlich ist. Betrachten 
wir eine LuftsSule von 1"^™ Querschnitt, die 
vom Meeresspiegel lothrecht in die H5he sich 
erstreckt (Fig. 233), so kanri man nach S. 168 



Fig. 232. 
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anwenden. 1st p der Luftdruck in einer H5he z uber dem Meeres- 
Spiegel, so wirken an der LuftsS^nle von der H5he z die lothrechten 
ErSfte po, p und das Gewicht G\ die Seitendrflcke kommen nicht 
in Frage, wenn wir p berechnen wollen. Es ist demnach 

1) p=.pQ — G. 

ware die Dichte uberall ^o» so kOnnte man G = yQZ setzen; dies 
ist aber hier nicht zal^ssig, weil mit p auch y nach oben bin ab- 
nimmi Die Differentiation der Gl. 1 nacb s giebt 

dp ^ dG 

dz dz ' 

Nennt man y die Dichte der Luft in der H5he z, so ist eZ^r das 
Gewicht eines HShentheilchens dz der Saule, daher dG^ydz. 
Hiemach wird 

2) . dp^=^ — ydz. 

Weil nun nach dem Boyle'schen Satze (Gl. 2, S. 212) r-To =l^'i^o 
ist, so folgt 

dp = — —pdZf Oder 
Po 

P Po 

Die Integration dieser Gleichung ergiebt: 

l(p) = -^z + C. 
Po 
Nennt man pi und p2 die AtmosphS.rendr&cke in den H5hen ^i 

und Z2 fiber dem Meeresspiegel, so wird 

^ P2^ Po Po 

Oder der H5henunterschied A = ^2 — ^i » ^^^ ^^^ Verhaltnisse 
Pi :p2 entspricht: 

3) h = ^l(^^ 

yo ^^P2 

Diese Formel kann zum barometrischen H5henmessen benutzt 
werden, freilich nur als erste Ann3.herung, weil darin uberall gleiche 
Temperatur der LuftsEule angenommen ist 

Fflr Qo C. ist 

PQ:ro= 10333 : 1,293 = 7992 "», 
wofur man mit genugender Ann^herung 8000 "^ schreiben darf. 
Will man sich Briggischer Logarithmen bedienen, so hat man, weil 
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der naturliche Log. grSsser ist als der Briggische, noch den Faktor 
2,302 59 = 1 10 hinzuzufagen und erhalt rund 
4) A=18 400(logi>,--log^2). 

Es ist fur die Anwendung dieser Gleichung nicht erforderlich, 
dass die beiden Punkte, deren HChenanterschied man ermitteln will, 
in einer Lothrechten liegen. Die Gleichung 
ist ebenso gut auf die Punkte A und B 
(Fig. 234) anwendbar, wenn nur zwischen 
beiden ein schr9,ges Luftprisma gleicher 
Temperatur im Buhezustande sich befindet. 
Der Luftdruck wird bekanntlich mittels 
Barometers durch eine QuecksilbersS.ule 
ausgedruckt. Da der Luftdruck mit jener 
S^ule verhaltnisgleich ist, so kann man 

in dem Verhaltnisse pi :p2 unmittelbar die Barometer- Ablesungen 
anstatt der DrQcke benutzen. 

Beispiel 1: Es sei p^ =•749,2 mm ^ p,^ = 692,7 mm QuecksilbersSule, dann ist 
h = 18400 (log 749,2 — log 692,?) = 628 » . 
Spater (S. 224) werden wir dasselbe Beispiel mit Rticksicht anf verschiedene 
Temperaturen in A und B behandeln. 

Beispiel 2: Auf S. 8 wurde statt des Druckes von l,o303kg/qem 
== 10 333 kg/qm fur die Atmosphare der runde Werth von 1 l«/qcm = 10 000 ^/qm 
eingefahrt. Es soil mittels der Gl. 4 berecbnet werden, in welch er Hohe ftber 
dem Meere dieser Druck bei 0^ C. etwa stattfindet. 

Hiemach ergiebt sich 

/i = 18 400 (log 1 333 — log 10 000) = 264 m , 

d. i. etwa die Hohe von Ilsenburg am Fusse des Brockens (s. 1. Theil, 2. Aufl., 
S. 94). 

Zu einem H5henunterschiede h = 100 ™ gehOrt nach Gl. 4 ein 
Werth 




Pi\ _ 100 



= 0,005 434 8 , 



18400 

Oder pi:p2 = lfil2b9. In dem gleichen Verhaltnis andert sich 
auch die Dichte, d. h. nur um etwa Vso. Man kann daher fflr alle 
Falle, bei denen es nicht auf grosse Genauigkeit ankommt, fur Luft- 
saulen bis zu 100™ H6he die Dichte als Gberall gleich betrachten. 

Mit tiberall gleicher Dichte ;'= 1,293 gerechnet, wiirde auf 100 m Hohe 
ein Unterschied des Luftdrucks von 129,3 ^cg/qm sich ergeben; wenn also 
p^ = 10333, so wflrde p.^ = 10204, und das Verhaltnis p^^ -.p.^ = l,oi2 64, welches 
von dem obigen genaueren Werthe nur sehr wenig abweicht. 
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Diese UbereinBtimniang hangt auch damit zusaiumon, dass in der B«ihe 

» 

fiir kleiDe x annahernd 1(1 -{- x) = x ist, so dass, wenn also Pi ip.^ nur wenig 
von 1 verschieden ist, 

^pj p> Pi 

gesetzt werden kann. Damit geht, wenn man p^ =^Po setzt, Gl. 3 iiber in 

^^PoPo_zzP,^P^IlP2 (a,^,hemd). 

n Pi n 



c) Anftrieb der Lnft. Luftballon. 

In genau derselben Weise wie bei einem von Wasser um- 
gebenen KSrper ergiebt sich auch fur die von der Luft umhuUten 
K5rper ein Auftrieb der Luft, gleich und entgegengesetzt 
dem Gewichte der verdrangten Luftmasse. Genau ge- 
nomnaen, muss bei der Ermittelung des Gewichtes und des Schwer-: 
punktes der verdrangten Luftmasse auf die Veranderlichkeit der 
Dichte Kucksicht genommen werden. Hat aber der verdrangende 
Edrper keine sehr grosse H5henausdehnang, so kann man nach 
S. 215, far seinen Bereich, die Dichte y der Luft meist als tiberall 
gleich ansehen und demgem^ss den Auftrieb (wie auf S. 194) 

1) A^yy 

setzen, wenn V der Bauminhalt des E5rpers ist. 

Da die Dichte y der Luft mit der H5he abnimmt, wird auch 
der Auftrieb A mit zunehmender H5he immer geringer. 

Wagt man also von Luft umgebene K5rper (Fig. 235), so 
wird, wenn der Zeiger der Waage auf Null steht, dadurch nicht 
die Gleichheit der wahren Gewichte und 
somit der Massen beider K6rper, son- 
dern die Gleichheit der scheinbaren 
Gewichte (s. S. 195) bewiesen. Auf 
der rechten Seite wirkt auf die Waage 
Qj = (y^ — ^Fj, auf der linken Seite 
^2 = <?2 — r^2- Ist F2>Fi, so 
muss 6r2 > ^1 sein, wenn Q^ = Q2 ist. 

Bringt man die Waage unter 
die Glocke einer Luftpumpe und vermindert durch allmahliches 
Auspumpen der Luft die Dichte y, so wird Q2 schneller zunehmen 
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al8 Qi, der KOrper von grOsserem Baaminhalt nnd geringerer 
Dichte also sinken. 

6ei8piel: Ein Korper von Holz (}'2='^^^^^/chm) werde in der Luft (;'=sl,«) 
mit einem Gewichtstflcke von Eisen (;'i = 7500) so abgewogen, dass der Zeiger 
der Waage aof Null zeigt. Welches ist das Verhaltnis der beiden Masaen? 

Die Waage beweist 

Fi (7500 -!,«)= Fa (750 - l,s) . 
Daher ist 

F375O __ 7500 - 1,3 _ 

V, 7500 "" (750 - 1,8) 10 ~ ^''''''* 

In diesem Verhaltnis ist die Masse des Holzkorpers grosser als die des eisernen 
Gewichtstlickes. 

Bei feinen Wagungen muss daher, besonders bei sehr leichten Korpem, 
die augenblickliche Dichte der Luft beriicksichtigt werden. 

Luftballon. Ist das Gewicht eines E5rpers kleiner als der 
Auftrieb der ibn umgebenden Luft, so tritt an die Stelle des schein- 
baren Gewichtes eine Steigkraft K= yV — G, Bedeutet Fden 
Kauminbalt eines mit leichtem Gase von der Dichte f (bei 0^ G. 
und mittlerem Atmospharendrucke pq = 10333 ^Jqm) gefullten 
Ballons, so wird, wenn das Gewicht der GasfuUung f V besonders 
eingefuhrt und O' das Gewicht aller ubrigen Theile (HflUe, Tau- 
werk, Gondel, Ausrustung, Besatzung, Ballast) ist, deren Baum- 
inhalt gegentiber V vernachlSssigt werden darf, die Steigkraft bei 
der Stellung dicht uber dem Erdboden 

2) K, = v(r-r')-G'. 

Beim Steigen nimmt der Druck und die Dichte der Luft ab. WS.re 
der Ballon fest geschlossen und undehnbar, so wfirde die Dichte f 
des Gases unver^ndert erhalten. Es bliebe dann aber, wenn wir 
dberall gleiche Temperatur in der Luft annehmen, der innere Druck 
so gross wie zu Anfang, d. h. grdsser als der verminderte ^ussere 
Luftdruck in der erstiegenen H5he. Einem solchen inneren tTeber- 
drucke darf man wegen der Gefahr des Zerreissens den Ballon 
nicht aussetzen. Deshalb wird an der Hfille des Ballons ein 
Sicherheits-Ventil angebracht, welches so eingerichtet ist, dass es 
den Druck im Inneren nicht erheblich uber den Aussendruck 
steigen l^st. In Folge dessen wird dann auch die Dichte des 
Gases sich in gleichem Yerhflltnisse mit dem 3.usseren Druck 
^ndem. 
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1st der Luftdruck am Boden p^ in ©iner H5he h aber p^, 
so betr^gt in dieser Hohe die Steigkraft noch: 



3) 



s:=v(r-r')— — <^'- 



Die Steigkraft hdrt anf, wenn 



nr — r ')—=<?' Oder 
Pi 

Px ^ v(r - r') 

geworden ist Dem entspricht bei einer tiberall gleichen Temperatur 
von 0^ C. eine SteighOhe (Gl. 4, S. 215) 



4) 



/i= 18 400 log 



& 



Beispiel: Bin Ballon von 700 cbm Rauminhalt werde mit Leuchtgas von 
der Dichte ^' = 0,45 geflillt. Das Gewicht der Htllle, des Tauwerks, der 
Gondel, der Ausrftstnng, des Ballastes und der Besatzung betrage G' = 500 kg, 
dann ergiebt sich die Steigkraft iiber dem Erdboden (Gl. 2) zu 

JSq, = 700 (1,29 — 0,45) — 500 = 88 H, 

Diese Grosse hat die Spannkraft des Haltetaues, welches den Ballon am Boden 
festhalt. Die Steighohe des Ballons wird nach Gl. 4: 

y(r-r') 



/i= 18 400 log 



& 



= 18400 log 1,176 = 1295 m. 
Bei FiSllung mit Wasserstoff (;'' = 0,o9) wird K^ = UO^, 7i = 4146m. 
(Vgl. a. S. 225.) 

d) Satz von 6ay-Lnssac. Zustandsgleichnng der 

YoUkommenen Gase. 

Der Satz des franzOsischen Physikers Gay-Lussac (geb. 1778 
zu Leonard, gest. 1850 zu Paris), aufgestellt im Jahre 1802, be- 
zieht sich auf die Ausdehnung der 
Gase durch Temperatur -ErhOhung 
bei gleichbleibendem Drucke. 

Wird 1^* Gas von 0® C. Tem- 
peratur, vom Bauminhalte v^ und 
dem Drucke p^ (Fig. 236, a) auf 
t^ C. unter gleichbleibender Kolben- 
belastung, d. h. gleichbleibendem Drucke p^ erwarmt, so erfolgt eino 



a 



mmM}}^ 



^-CP"' 
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Aasdehnung aaf den Einheitsraum v^ (Fig. 236, b) and es ist das 
Ausdehnungs-Verhaltnis 

J) ^'^ ~ ^Q = g ^ Oder v,=vo(l + art, 

worin a, die Ausdehnungsziffer, nicht allein fur ein be- 
stimmtes Gas nnver^nderlich ist, sondern sogar far alle Gase den- 
selben Zahlenwerth 

a = 0,003 665 = 1 : 273 

hat Gl. 1 ergiebt den Satz von Gay-Lussac: Die Aasdeh- 
nung eines Gases ist verh^ltnisgleich der Temperatur- 
Erh5hung. 

Yerst&rkt man nun den Druck des Gases durch Erh5hung der 
Eolbenbelastung auf j>, so wird der Einheitsraum sich auf v ver- 
mindem (Fig. 236, c) und wenn man diese Anderung k^nstlich so 
regelt, dass bei ihr keine Anderung der Temperatur des Gases er- 
folgt, so gilt fur sie der Boyle'sche Satz 

2) viv^^pQip. 
Verbindet man die Gl. 1 und 2, so entsteht 

p V = pqVq (l + at) ^ Pq vq « (— + M ' 
Oder mit Einftihrung des Zahlenwerthes fQr a 

J>f = ^(273 + «). 

Bei einem bestimmten Drucke pq und einer Temperatur von 
0^ C. hat nun 1^^ eines Gases einen bestimmten Baum vq, daher 
ist pf^vQi 273 f&r ein bestimmtes Gas eine gegebene Gr5sse, die 
mit B bezeichnet wird, also 

3) i2 = ^^ unddemgemass 

4) ^i' = i2(273 + ^). 

Fur t = — 273 wird die rechte Seite und somit pv = 0. Da 
der Baum von 1 ^« Gas nicht wohl Null werden kann, so muss ^ = 
werden; d. h. bei einer Temperatur von — 273 ® C. wurde der Druck p 
und somit das Ausdehnungs-Bestreben des Gases aufh5ren, wenn 
die Erfahrungssatze von Boyle und Gay-Lussac noch ftlr Warme- 
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grade, die von den Temperaturen der Versuche so weit entfeirnt 
liegen, gultig waren. Diese Temperatur von — 273 ^ C. nennt man 
den absoluten Nullpnnkt and bezeicbnet die nach Celsius- 
Graden von diesem Nullpunkt aus gezahlte Temperatur 

5) T=:273 + * 

als die absolute Temperatur. Man erhalt die absolute Tempo-, 
ratur eines KSrpers in Celsius-Graden, indem man zu seiner vom 
Qefrierpunkte des Wassers aus gezahlten Temperatur t in Celsius- 
Graden 273 hinzuzahlt Dem Gefrierpunkte des Wassers t = Q^ 
entspricht die absolute Temperatur ST =273^. 

Mit Gl. 5 erhalt nun Gl. 4 die uberraschend einfache Form 

6) pv==BT. 

Diese Gleichung beisst die Zustandsgleichung der Gase. 
Sie gilt ftir die Gase ziemlicb genau, so lange sich dieselben weit 
vom Verfltissigungspunkte befinden, wShrend in der Nahe desselberi 
sich erhebliche Abweichungen zeigen. In den folgenden Anwendungen 
auf Luft und andere Gase setzen wir eine voUkommene Gultigkeit 
der Gl. 6 voraus und nennen die Gase in diesem Sinne vollkommene 
Gase, indem wir uns vorstellen, das Gas sei unendlich weit von der 
Verflfissigung entfernt 

Den Festwerth R findet man, indem man Gl. 6 auf einen 
bestimmten Zustand ^, i/, T anwendei Da nun trockene atmo- 
spharische Luft bei ^ = 0<> C. oder T=2Ti^ und bei einem 
Drucke 2>o = 10333 ^Vqm ©ine Dichte ^o = l»293, daher einen 
Einheitsraum vq = 1 : 1 ,293 hat, so wird ffir trockene Luft: 

_ 10333 ^Q^ 
^ ==^ i;2^ 273 = ^^'^^ • 

Fiir mittelfeuchte Luft ist R = 29,87 , 
„ Wasserdampf 2? = 46,95 , 

„ Kohlensaure R = 1 9,2o . 

Wird eine Luftmenge fest eingeschlossen, so dass sie sich nicht 
ausdehnen kann, so muss v unverandert bleiben. £rh5ht man nun 
die Temperatur, so muss nach Gl. 6 der Druck p verhaltnisgleicb 
der absoluten Temperatur T sich andern: 
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War zu AnfaDg ri=0+273, nachher 2"= 100+ 273 = 373, 
so wird 

p JJ73 , 
= vr^ =1.366. 

Hatte die Luft arsprfinglich den Atmospb^rendruck, so wird sie 
nach ErhOhnng der Temperatnr nm 100" einen Drnck von 1,366 
Atmosphiren ansnben. Hieranf berubt die Heissluftmascbine. 

Bleibt die Laftmenge aber einem gleichbleibenden Drack p 
nnterworfen, so wird sie bei einer TetnperaturerhShung aich aus- 
dehnen, u. zw. wird nach Gl. 6 der Einheitsranm v rait der absoluten 
Teraperatur r verhaltnisgleieh sich 3ndern: . 

11 = ^ 

Bei einer Temperatur-ErhOhnng von + 273 auf 100 + 273 wird 
also V auf daa l,366fache wachsen. Betrog die Dichte nrsprQngltch 
11 = 1,293, so wird sie abnehmen auf -f= 1,293: 1,366 = 0,6466. 
Auf dieser VerdRnnnng der Luft durch Erwarmung bernht bekannt- 
licb der Lnftballon von Mongolfier (1783), sowie das Aufsteigen 
warmer Luft in kalter. 

e) Barometrisches Ullheiiniesseii. 

Der Grondgedanke davon ist scbon anf S. 215 behandelt 
worden. Die dort entwickelten Gleicbangen sebzen Qberall gleiche 
Temperatar von 0" C. voraus. Hier soU nun auch der Einfluss 
einer ver^derlichen Temperatur berflcksichtigt 
werden. Pig 237. 

Fflr ein Lnfttheilcben von der HOhe dz g 

gait die Gleicbgewicbts-Bedingnng (S.214, G1.2) 

dp = — rd«; 
setzt man darin nach Gl. 1, S. 212 nnd Gl. 6, 
S. 220 

. folgt 



= 1 = ^E_ 



7- f " 


'~n'^\ 


 


T \ 


i f 




.*■_* 





BT' 

1) dp 

I>as Gesetz, nach welchem die Lufttemperatur T zwiscihen zwei 



-ir' 
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Punkten A and B (Fig. 237) sich andert, ist nicht genau bekannt; 
wir setzen dafDr als genfigende Ann9.berung die lineare Beziehung: 

2) 71— T=T(z — Zy); 

darin bedeutet 

3) T = ^i-=-^ 

die Temperaturabnahme nach oben auf 1 " H5he. 

Nun wird nach Gl. 2 

dT 
dT= — rdz, Oder: dz = . 

T 

Setzt man dies in 61. 1 ein, so entsteht 

dp^ 1 dT 
p Bt T ' 

mithin wenn man zwischen den Grenzen p2 und pi bezw. T^ und Ti 
integrirt: 

Oder nach Fig. 237 und Gl. 3 und 4: 

h^z,-z,^ ___22(y^_r2)____. 

Fur das Verbaltnis der natDrlichen Logarithmen kann man auch das 
der Briggischen setzen, also 

5) A ^i2(r,_T^) ______ 

Fur trockene Luft wurde auf S. 220 der Festwerth B = 29,27 er- 
mittelt. Fflr feuchte Luft andert sich diese Zahl. FGr die Ver- 
hiltnisse Deutschlands kann man mittelfeuchte Luft annnehmen, 
also in obiger Formel B = 29,37 setzen. 

AnnShernngs-Rechnnng: Gew(^bnlich behandelt man behuis 
barometrischen H5benmessens die Temperatnr der Lufts^ule nicht als 
yerSlnderlich, sondern als Qberall gleicb dem Mittel aus der oberen 
Temperatur T2 und der unteren Temperatur T], setzt demnach 

in Gl. 1 

r= 72(^1 + ^2) 
und bekommt 

^ = ~^d^, Oder dz^-B'T'^, 
p BT p 
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worans nach Integration zwischeo den Grenzen p^ und pi folgt: 

6) h = RTl (^) = BT' 2,302585 (logpi — log^2) 

und mit B = 29,37 

7) h = 67,63 T(logpj, — logpo) . 

Eine bequemere Zahlenrechnang fur h erhiilt man wie folgt: 
Nach S. 216 ist angenahert 

l^^ Pi—Pi ^nd nach S. 221 

r 

,.^ P ^ Pl+ P-2 ^ 

^ B' T 2 ' M' 1 



T ? 



wenn p = ^/a {p^ + p^) gesetzt wird. 

Die Verbindung dieser zwei Gleichungen ergiebt 

,, _ 2MT^^^ = 58,74 T ^^^ . 

Ftihrt man statt T die gewohnliche Temperatur (273 + *) ©in, worin 
t = V» (*i + *2) is*? 80 ergiebt sich anch 

h = 58,74 (273 + 1) ^i^ = 58,74 • 273 (l + ^] ^SlZL?* , 

Oder ^ = 1 6 036 (1 + 0,oo3 666 1) ^^ 7^^ 

nnd abgernndet, mit gentigender Genauigkeit, 

8) /> = 16000 (1 + 0,004*) -^1-7-^- . 

Pi +Pi 

Berficksiehtignng der VerSnderliehkeit der Schwere. WSihrend 
in der Nahe der Erdoberflache das Gewicht von 



1 ^^"^ Luft r = -^ ist (S. 221), betragt es in 

B 1 

grosser H5he (Fig. 238), wenn man seine Entfer- 
nnng vom Mittelpunkte der Erde z und den Erdhalb- 

messer r nennt: r ^^-^^-^—^ (s. !• Theil, 2. Aufl., 

BT z^ 

S. 57). Daher wird aus Gl. 1 : 
_ V '^'^ ^ J ^P r^ dz 

p^\ r- I \ I \ r*^ Z2 — 



Pig. 238. 




also I P^ = 



/>.,/ BT\Zi zj BT Z1Z2 
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1st nan z^ = r, ^2 — ^i ^= ^» so folgt 

1 fpi\ ^ r^ h h 1 , 

\pj^ BTr{r + h)'^ h BT ^ 

1 T" 

r 

9) -A-^^mtiIpA. 

Der Vergleich mit 61. 6 zeigt, dass die rechten Seiten uberein- 

stimmen, und dass nur links h durch — • — — ersetet ist 

r 
Wegen r = 6 370 000 weicht der letztere Werth meist von h nicht 
wesentlich ab. 

Beispiel 1: Es sei wie in dem Beispiel 1, auf S. 215: am unteren Pnnkte 
jPi = 749,2 mm ^ am oberen ^3 = 692,7 mm ^ ausserdem' aber die Temperatur 

unten *i = 1 4,4 % I\ = 287,4 , 

oben *2 = 10^6 , T.^ = 283,6 ; T^— 1^ = 3,8 ; 

dann wird nach 61. 5 



h = 29,3, • 3,. i^g If/ - i^g ;f/ = 657,. 
' ' log 287,4 ~ log 283,6 ' 



m 



(gegen 628 m fQr *i = ^g = 0) . 

Mit r= V2 (287,4 + 283,6) = 285,5 liefert Gl. 7 

^ h = 67,63 • 285,5 (log 749,2 — log 692,7) = 657,6 m , 
also fast dasselbe wie vorstehend. 

Gl. 8 liefert mit * = 1/2 (14,4 +• 10,6) = 12,6 <> 

/.= 16000(H-0,o.)^|i^ = 658,,»., 

d. h. etwa 1 m zu viel, was aber bei der sonstigen Unsicherheit dieses Mess* 
verfahrens nicht erheblich ist. 

Ans Gl. 9 endlich wird in Verbindung mit dem Ergebnisse nach Gl. 7: 

= 657,5 , Oder 

14- 



6370000 



^(^"6^^)=^^'^'^' ^•^• 



h = 657,6 m . 

Ist t nngefShr 10° C. und p nnge^hr 760 m™, so entspricht einer Ab- 
nahme des Barometerstandes nm 1 mm QnecksilbersSole, nach Gl. 8, ein Hohen- 
unterschied von rund 11m. 
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Beispiel 2: Steighohe eines Laftballons mit Eticksicht auf 
die Veranderlichkeit der Temperatur. Sind y^ und y^^' die Dichten 
der Aussenluffc und der Ftillung am Erdboden, wo der Druck und die Tempe- 
ratur Pi und Tj betragen und beziehen sich /'g? }'2\ P2 ^^^ ^2 auf die Grenze 
der Steighohe 7i, so gilt fur letztere (nach S. 218) die Bedingung 

K = Oder V (r., '- r-i') = (^' - 

Wir nehmen an, dass im Ballon dieselbe Temperatur und derselbe Druck 
herrsche wie aussen. Dann ist nach der Zustandsgleichung (S. 220) wegen 
y=\ :v, wenn B' den Festwerth fur die Gasfiillung bedeutet, 



p T 
^aher y, - y.^ = (y^ — y^^) -^ -^ ^ and 

F\ ■'■•2 

v(r, - rj') =T^(n - a') f -p- = <?' ; 

Oder ^ - I>LZir.O T^ 

Setzt man diesen Werth in Gl. 4, so entsteht 

,/ F(n-n ') TA_ 1 ITA 

^ \ — & — w -57 Mi^i • 

Daraus folgt: log - ^^^^~^''^ = log (J) (;^ - l) oder 

10) iog(|L)=_L_,o,(r(n^). 



Br 



1 



Hierdurch ist das VerhSltnis der Temperaturen unten und an der Grenze 
der Steighohe bestimmt. Eennt man nun die Temperaturabnahme t auf 1 "» 
Hohe, so ist 

11) h = ^ -^-. 

T 

' Flir das Beispiel auf S.218 ist: F=700, ri = 1.29, ;'j'=0,46, V(y^ — y^* 
= 588, 6r' = 500. Nimmt man auf 100™ Hohe eine Abnahme der Temperatur 
um 0,5°, d. h. T = 0,006 an, so wird fur JS = 29,37 



- i) 



log 1 ,176 und Tg = 0,972 Ti . 



200 _ 



29,87 

Betragt nun die Temperatur unten ri=:283, so wird hiernach r2 = 275,i, 

2\ — I; = 7,9^ mitWn 

/t = 7,9. 200 = 1580 m. 

Keck, Mechanik. II. 15 
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Eine etwas unrichtige Schatznng von r beeinflusst das Ergebnis der Rechnong 
nur wenig, well r sowohl in Gl. 10, als anch in Gl. 11 vorkommt. Mit t = 0oo6, 
wird z.B.h= 1608 m ^ gegen h = 1580in mit t = 0,005 . 

Zar Erleichterung der Berechnang dienen Jordan*s Barometrische 
Hohentafeln. (Hannover 1896. Helwing). 

4. Gleichgewicht zwischen tropfbaren und gasfSrmigen 

Fliissigkeiten. 

a) Barometer. Drnckmesser. 

Die Atmosphere ubt auf die Erdoberflache in der H5he des 
Meeresspiegels einen Druck po = 10333^/qu, aus (s. S. 213), also 
aach auf die Oberflache einer rohenden FlCissigkeit Dieser Druck 
Pq kann durch das Gewicht einer FlussigkeitssSule von der H5he 
hQ=pQ:Y ersetzt werden, worin y die Dichte der Flflssigkeit ist. 
Fur Wasser ist r= 1000, daher 

103.S3 



^0 



1000 



= 10,333 "», 



Pig, 239. 



T Po 




^ 



.> 



d. h. eine WassersSule von 10,333™ H5he druckt 
durch ihr Gewicht ebenso stark wie die At- 
mosphere. 

Wird in dem GefSsse (Fig. 239) aus dem 
rechtseitigen, ol^en geschlossenen Bohre die darin 
befindliche Luft entfemt, so wird in dem luftleeren 
Eohre der Wasserspiegel um Ao = 10,333"^ an- 
steigen und Gleichgewicht in der Flussigkeit 
herrschen, weil auf der linken freien Wasserflftche des GefSsses 
der Atmospharen druck p^ lastet, welcher der Flussigkeitssaule ^0 
das Gleichgewicht halt 

Besteht die Flussigkeit aus Quecksilber mit y = 13600, so wird 

Ao = |||§ = 0,76- bei 00 C. 

Dem mittleren Atmospharendruck am Meeresspiegel entspricht also 
eine Quecksilbersaule von 760"" H5he. 

Jede Anderung des Luftdruckes giebt sich durch Anderung von 
Aq zu erkennen. Darauf beruht das Barometer (von PaQvg, schwer). 

Der im Maschinenwesen eingefuhrten Atmosphere von 10000 ^8^/qm 
(s. S. 215) entsprechen 10000: 13600 = 0,735" = 735"" Queck- 
silberseule. 



4 a. Barometer. Drackmesser. 
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Fiir die Wettersaule za Hannover, welche 57™ fiber dem Meere liegt, 
berechnet sich bei uberall gleicher Tempeiratar von 10^ C. der Drack p.^ nach 
Ol. 7, S. 223, indem man darin h = bl, T=283, ^i = 760 setzt; es wird 

57 



log Pi = log 760 — 



67,63 . 283 



und P2 = ^^^98 ™™ Quecksilbersaule. 



Drackmesser. (Manometer, von fJiavds, dflnn). Wie man den 
AtmosphlLrendruck durch eine FlassigkeitssS.ale misst, so kann man 
auch die Pressnngen anderer (tropfbarer oder gasfSrmiger) Flussig- 
keiten durch damit im Gleichgewichte befindliche FIflssigkeitssS.alen 
messen and mit dem Atmosphftrendrucke vergleichen. 

Soil der Druck p des in dem Behalter B (Fig. 240) befindlichen 
Dampfes oder Gases gemessen werden, so verbindet man mit dem 
Beb&lter einen oben bei A offenen Druckmesser. Dann wirkt bei A der 
Atmospharendruck ^0 ^^^ ^^^ ^» ^^ ^^^^^ Tiefe z unter dem Flflssig- 
keitsspiegel bei A, der Bruck 
p=PQ-\-yz, wenn y die Dichte ^*^* ^^^- 

der Messflussigkeit ist. Es folgt 

and mit p^ = y Hq 

2) p^nm^i.^ 

Po K 
P — Po is* der tTberdrack im 
Behalter B gegen die Atmosphere 
and {p — po)'Po der in Atmo- 
spharen aasgedruckte tFberdruck. 

Jeder Atmosphare Cberdruck (10000 ^/qm) entspricht eine 
Qaecksilbersaale von 735"*"*; zam Messen von 10 Atmospharen ist 
daher eine Saule von 7,35" erforderlich. Derartige Drackmesser 
eignen sich deshalb nur ftlr feststehende, nicht far bewegliche 
Dampfkessel. Bei letzteren benutzt man Federmanometer, die den 
Druck aas der elastischen Formanderang einer GefSsswand erkennen 
lassen. Die Theilung solcher Fe der manometer lasst sich aber nicht 
berechnen, sondern mass vielmehr durch Vergleichung mit einem 
offenen Quecksilber-Druckmesser gefunden werden. Das Quecksilber 
befindet sich in einer Eisenr5hre; ein auf ihm schwimmendes Eisen- 
stuck ist durch eine uber eine BoUe laufende Schnur mit einem in 

I5' 




^ 
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bequemer Hdhe befindlichen Zeiger verbanden, so dass man Hebung 
und' Senkang des Quecksilberspiegels aus der Bewegung des Zeigers^ 
zu erkeniien vermag. 

Fur geringen Oberdruck, wie er z. B. in den Rohren fflr 
Leacbtgas herrscht, benutzt man Wasser als Messflossigkeit and 
druckt auch den Uberdruck nicht in **, sondern in "^ Wasser- 

saule aus ; 1 "^" WassersSule entspricht ^^^^ Atmosphare, da 
1** mit 10" Wassersaule gleichbedeutend ist;. 25"*" WassersSule ent- 
spricht daher ttjt:*^ 

Zum Messen von Drucken in Kondensatoren, FeuerzUgen, Schorn- 
steinen u. dgl., welche kleiner sind ^ag, 24U 

als der Atmospharendruck, dienen 
Minderdruck-Messer (Vakaam- 
meter) (Fig. 241). Es ist 

P + r^ = i>o» ^der 
Po — P '^'T ^ und mit ^o = T ^o 



3) 



Po K 




letzteres ist der Minderdruck in Atmospharen. 

Znsammeiigesetzter Druckmesser geringerer H9he. * Die mehr*- 
fach auf und nieder gebogenen R5hren (Fig. 242) sind im unteren 
Theile (unter AB) mit Queck- 



silber, im oberen Theile mit 
einer leichteren Flussigkeit, etwa 
Wasser oder Glycerin, gefullL 
Bei gleichen Drucken ^q ^^ beiden 
oberen Gefassen steht das Queck- 
silber in alien fi5hren bis zu 
der Wagerechten AB. Wachst 
der Druck aber auf der linken 
Seite von pq auf p (Fig. 243), 
wahrend rechts der Atmospharen- 
druck Pq wirksam bleibt, so 
senkt sich bei B das Queck- 



Fig. 242. 




B 






D = 



4 a. Druckmesser. 
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Fig. 243. 



dlber um z, steigt daher bei G und sinkt bei D urn das gleiche 
Mafs z^ muss also schliesslich bei ^ am ^ steigen^ wenn die B5bren 
tiberall gleiche Weite haben, weil 
•die Flussigkeitei) nicht zusammen- 
drnckbar sind. 

Die oberen Gefisse werden 
iierbei als so w^t vorausgesetzt, 
dass ihre Flussigkeitsspiegel nicht 
weaentlich schwanken. Die Dichte 
der schwereren PlQssigkeit sei x^^ 
die der leichteren x* 

Es ist dann bei A^ der Druck 
Pi'=Po + T<^9 bei Z>| der Diruck 

P2=Pi +2ri^ = />o + r« + 2ri'S, 

bei Oi der Druck Ps='P2 — '^T^=Po + r(« — 2<2r) + 2;^i z, bei 
JBi der Druck P4 = Ps +'^Xi^ =" Po + Ti<^ — 2z) + ^Xi^ ^^^ 
schliesslich der im oberen, linkseitigea GefSUise vorhandene Druck 

p=P4 — r (« + ^ ^) = i>o + * (ri ~" r) -^ • A.us letzterem folgt der 
Cberdruck in •*: 




P—Po 



= 4 1- 






Po Ti h ^ V rJ h ' 

wenn h^ diejenige H5he der Flussigkeit mit der gr(^sseren Dichte 
Xi ist, welche dem Atmospharendruck p^ entspricht. Man erkennt 
leicht, dass, wenn statt 4 R(3hren, 2n R5hren in entsprechender 
Weise hinter einander geschaltet sind, 

4) ^ZZ£o _ 2 Jl - il) f wird. 

Pq ^ Til h 

PQr 2-^ = 13600 (Quecksilber), x = 1000 (Wasser), ^o = 735"*"^ (1»*) 
ergiebt sich 

und mit 2 n = 8, 



^P — Pa 
Po 



•99 



inin< 



hier erfordert also 1 ** nur 99™™ TheilungshOhe der Quecksilber- 
saule, gegen 735™™ beim einfachen Druckmesser. 
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b) Saiigpumpe. Kreiselpumpe. Heber. 

AB (Fig. 244) sei der Wasserspiegel eines Brunnens. 
einem cylindrischen Bohre, dessen 
unteres Ende ins Wasser taucht, be- 
findet sich ein beweglicher dicht 
scbliessender Eolben. Der Drack de5) 
Wassers im Brunnen and in dem nnter- 
balb des Kolbens befindlicben Tbeile des 
Eohres ist am einfacbsten zn berechnen, 
wenn man sich in der H5he h^ tiber dem 
wahren Wasserspiegel einen Wasser- 
spiegel ^i Bi denkt, auf den kein Atmo- 
spharendrnck wirkt. Ist durcb das Spiel 
der (in der Fignr nicbt gezeichneten) 
Ventile — nach einer gewissen Zahl 
von Kolbenhuben — die Luft aus dem Rohrtheile unterhalb des 
Kolbens entfernt, so herrscht bier, in der H5he z fiber AB, also 
in der Tiefe Aq — ^ unter Ai J?, ein Druck 

1) i>i = r(^o — 4 

Befindet sich oberhalb des Kolbens noch kein Wasser, so wirkt dort 
der Atmospharendruck pq. Ist F der Querschnitt der B5hre, so 
ist an dem Kolben eine aufw9.rts gerichtete Kraft 

2) K=(po-p,)F^rFz 

fur den Euhezustand, sowie ffir langsame gleichm&ssige 
Aufwarts-Bewegung erforderlich, gerade so, als ob die 
WassersS.Qle von der H5he z nicht unterhalb des 
Kolbens von dem AtmosphSlrendrucke in der Schwebe 
erfaalten wurde, sondem auf dem Kolben lastete. 
Die GL 2 fur K gilt aber nur so lange, 
wie GL I fBr pi einen positiven Werth er- 
giebt, d. h. ffir z^Hq, oder so lange sich die 
untere KolbenflS<cbe hQchstens um Hq fiber dem 
Wasserspiegel AB befindet Ffir z>hQ wfirde 
nach GL 1 der Druck pi negativ. Negative 
Flfissigkeitsdrficke giebt es aber nicbt, da Flfissig- 
keiten keine nennenswerthe Zugfestigkeit haben. 
Mithin hort bei wachsendem z die Gfiltigkeit der GL 1 mit ^ »= ^ 



Fig. 245. 



ho 



4rb. Kreiselpumpe. 
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auf. Fur z>hQ bleibt der Druck unter dem Kolben Null, das 
Wasser druckt nicht mehr gegen den Kolben, folgt ihm nicht mehr 
bei seiner Aufwarts-Bewegung, sondern verbleibt in der H5he Aq 
uber dem Wasserspiegel des Brunnens stehen (Fig. 245), und unter 
dem Eolben entsteht (abgesehen von der Verdampfung des Wassers) 
ein druckloser Baum, so dass nunmehr unveranderlich K^^yFh^ 
bleibt. Das Aufsaugen einer Flussigkeit ist daher nur 
bis zu der, dem Atmospharendrucke entsprechenden 
FlflssigkeitshOhe Aq (boi Wasser bis etwa 10°*) m5glich. 

Ereiselpninpe (Centrifiigalpumpe). Auf S. 210 wurde gezeigt, 
dass Wasser durch schnelle Drehung um eine lothrechte Achse auf 
eine H6he z (Fig. 230) geboben werden konnte und dass die er- 

forderliche Umfangsgeschwindigkeit v = V2 g z sein mtisse. Bei 
den zum Wasser f5rdem bestimmten Kreiselpumpen (Fig. 246) er- 



Fig. 246. 




folgt die Drebung meist um eine wagerechte Achse, die oberhalb 
des Unterwassers U.W. liegt, so dass das Wasser auf eine gewisse 
H5be angesogen und dann weiter emporgedrtlckt wird. £s 

lasst sich zeigen, dass die Beziehung v = V2 g z auch bei dieser 
Anordnung gMtig bleibt 
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Die wagerechte Drehachse liege urn h^ fiber dem Unterwasser, 
um ^2 unter dem Oberwasser. 

Betrachtet man ein Theilchen m der in gleichmlssiger Drehong 
begriffenen Wassermasse, welches auf dem wagerechten Halbmesser 
im Abstand cc von der Drehachse liegt, mnnt do) seine L&nge in 
der Bichtang x, dF den Querschnitt in lothrechter Ebene, so ist 

die Erganzungskraft m'00'Oy^^=~dF'dx'a}'(o'^. Ist p der Druck 

if 

im Abstande x von der Achse, so w^chst dieser nach aussen auf 
die Lange dx nm dp, Daher muss sein: 

d p'dF = —'dF'dx'X'Oj^ Oder 

dp = —^cj^-X'dx. 
9 

Sind die DrGcke lur a? = r und x = bezw. p^ und pi , so wird 
Nun ist 



r^ojl^ 



Pi=Po — r^h'y P2=Po + rh^ 
daher (mit roj = v) 

,2 



1) 



Aj -4- ^2 = 



v 



2^' 



Fig. 247. 




^ 



■^ 



«^ 



Oder wenn man den H5henunterschied zwischen Unter- und Ober- 
wasser hi+h2 = h setzt, 

2) v=-V2jji, 

wie S. 210 gefunden. Mit dieser 6e- 
schwindigkeit v kann man das Wasser in 
den B5hren im Buhezustande erhalten, 
so dass es nicht herabsinkt. Zur Wasser- 
f5rderung muss v grCsser werden. 

Die Saugh5he h^ muss hierbei 
kleiner sein, als Aq i^S^> 3* 231). 

Hebep. Das Heberohr (Fig. 247) 
tauche mit seinen unteren Enden in 2 6e- 
filsse, deren Wasserspiegel um A = ^2 — ^i 
verschieden hoch liegen, wobei zunachst 
Ai < A2 < ^0 8®in soil. Das Heberohr sei vollstandig mit Flussig- 






* 



^ Po 



keit gefullt und bei A durch einen Schieber dicht geschlossen ; dann 



4 c. Taucherglocke. 
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wird die FlQssigkeit des Hebers in Rohe sein. An der linken 
Seite des Schiebers herrscht ein Druck 

an der rechten Seite desselben ein Druck 

i>2 = jf>o — rh = r(^o — M; 

der Schieber er&brt daher einen Uberdruck 

1) />! —^2 = r{h — h) = r^ 

von links nach recbts, gerade so, wie es in dem punktirt angedeuteten, 
die Gefisse unmittelbar verbindenden Kobre der Fall sein wurde. 
Wird der Scbieber im Heberrobr entfernt, so muss also Wasser 
Yoo links nacb recbts bintberfliessen. 

Senkt man bei gescblossenem Scbieber A das recbte Geftss' 
so dass h^^h^ wird, wabrend h^ < h^ bleibt, so wird pg = und 
der Scbieber erleidet von links den Uberdruck 

2) pi =pq — r-h = rih — ^i)» 

der gr5sser ist, als nacb Gl. 1 und aucb unverandert bleibt, wenn 
A2>*o ^^^j weil dann recbts vom Scbieber ein luftleerer Eaum 
entstebt. , Demnacb muss in solcben FS.llen Wasser durcb. den Heber 
fliessen, sobald der Scbieber ge5ffnet wird. — Senkt man nun 
aber das linke Gefilss, so dass h^ == h^ wird, wabrend h^^ch^ bleibt, 
so wird aucb der tJberdruck pi=Q und die Heberwirkung bdrt auf. 
Die SaugbQbe h^ eines Hebers muss daber ebenfalls 
stets kleiner sein, als die dem Atmospbarendruck ent- 
sprecbende Flussigkeitsb5be h^ (s. S. 231). 



c) Taucherglocke. 

Ein oben gescblossenes, unten offenes Gef^ss 
(Fig. 248), welcbes mit Lufk gefuUt ist, werde um 
die Tiefe z im Wasser niedergesenkt ; dann wird 
Wasser von unten auf eine H5be y in dem Gefisse 
(der Glocke), emporsteigen und man wird aus 
der H5be y auf die Tiefe z scbliessen kSnnen. 

Die Luft wird durcb das eintretende 
Wasser von p^ auf p zusammengedruckt, und 
wenn man annimmt, dass die Temperatur der 
Luft sicb nicbt Slndert, so gilt nacb dem Boyle- 
scben Satze (S. 212) 



Fig. 248. 





L * 
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Ausserdem ist aber (wegen der Tiefe z unter Wasser) 

2) p=i?o + r(^ — 2/)- 

Hieraus folgt, mit i>o = rAo: 



3) 



z = hi 



— \]+yr=y 



+ 1 



Pig. 249. 



h-y 'I ' ^ "\A-i/ 

Beispiel: Soil das Wasser hochstens bis zur Mitte der Glocke steigen, 
ist also yz=^i%h^ so darf die Senkuagstiefe nadi Gl. 3 nur 

seJD ; zagleich wird der Dmck in der Glocke p = 2|)o • 

Soil der Glockenraam aber in beliebiger Tiefe z wasserfrei bleiben, so 
muss y = nnd der Lnftdrurk in der Glocke nach Gl. 2 stets: P==Pq'\-t^ 
= /' (^0 + ^) sein, was durch Znfuhrung kiinstlich verdichteter Loft an er- 
moglichen ist. (Taucherapparate, Drncklnftgrttndung). 

5. Gleichformige Drehung gasffirmiger KSrper 

urn eine Achse. 

Fiagelgeb]9se. 

Ein Flagelgebl9se (Fig. 249) hat in seinem Wesen grosse 
Ahnlichkeit mit der Kreiselpumpe (S. 231). An der Drehachse 
herrsche durch freie Verbindung mit der Aussenluft der Druckpi, am 
^nsseren ITmfange be- 
trage der Druck p^- 
Fur ein Massentheil- 
chen m im Abstande x 
von der Achse gilt 
wieder wie auf S. 232 

dp = ^oy^ocdoc. 
9 

Fur die weitere Be- 

handlung ist jetzt nur 

die Veranderlichkeit von y zu 

y 

berflcksichtigen. Nach dem Boyle'schen Satze ist i> = i>o  daher 

dp _y^o>^ . 

P Po 9 
Integrirt man zwischen den Grenzen po (fur x = r) und pi (fQr 

.17 = 0), so wird (mit (or = v) 
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Far 00 C. und j?o:n = 8000"' (S. 214/15), erhalt man 

Beifipiel : Macht das Fliigelrad von r = 0,5 m in der Minute 800 Um- 

drehungen, so ist v = ~ = 41,89m/s. ; dem entspricht eine Ge- 

schwindigkeitshohe von 90 »; sonach wird 

P2==0 +0,0113)1)1. 

Der Druck in dem Plugelrade andert sich also nur nm 0,oii3 oder etwa ^^9i 
daher kann auch die Dichte annahernd als gleichbleibend betrachtet werden. 
so dass man fiir die meisten Falle mit genugender Annaherung (in Uberein- 
stimmnng mit S. 232) schreiben kann 

p., — Pi = ri TT- » oder mit — = 8000 

"^ — ^ = 7^7^7^7r-^ also mit — - = 90m 
p, S000 2g' 'Jg 

=^-^==14- r.^r.^ -7^ = 1,01125 una 
Pi ^8000 2^ ' 

P2==0 +0,011 25) pj. 

Es folgt dies auch aus Gl. 1 , wenn man mit Rficksicht darauf , dass 

— nur wenig von der Einheit abweicht, I (— = I (\ -\- x) annahernd =x 
Pi ^PJ 

^PijZ^ setzt (vgl. S. 216). 
Pi 
Der Unterschied beider Werthe fur p2 ist also sehr gering. 

Mit dem angegebenen Flugelgeblase erreicht man nur einen Cber- 
drnck von rund V^s Atmosphare, gemessen durch — ^ — =ll3™m Wasser- 
saule. Dieser Druck genugt fUr Schmiedefeuer. 



6. Allgemeine Sleichgewichts-Bedingung fiir FIQssiglceiten 

von L Euler. 

Auf ein Massentheilchen m^^-doc-dydz (Fig. 250) wirke 

9 

eine Masseokraft, welche in der Form R • m geschrieben and dadnrch 
scbon als eine Massenkraft gekennzeichnet wird; R ist die Be- 
schleunigung, welcbe das Theilcben durch die Kraft erfahren wflrde. 
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A^ 



jt.dy.d, 



^lM.)i!H 



^2 



Der Druck betrage an der Stelle ^, y, ^, wo das Theilchen sich 

befindet, p\ dann ist 

1) P=fipc, y, z) 

eine Funktion von ^, i/ und z^ da der Druck in der Flussigkeit 

im Allgemeinen von 

Punkt zu Punkt wechseln 

wird. 

Die Beschlennigung 
R der Massenkraft werde 
nach den Achsenribh- 
tungen in JT, F, Z zer- 
legt; dann wirkt auf das 
Theilchen in der .r-Rich- 
tung die Massenkraft 
X^m. An der linken 
Seitenflache von der 

Gr58se dy-dz wirkt die Oberflachenkraft p-dy^dz. Beim Bl)er- 
gange von der linken nach der rechten Seitenfl^che andert sich oc 
um dx, wahrend y und z dieselben bleiben; somit wachst auch 

der Druck um das partielle Differential ^dx. Das Gleichgewicht 




/y 



des Theilchens verlangt daher in der .r-Richtung: 



dp 

JL' m = ^ dx • dy • dz Oder 



y j_ j_ J ^p 

V 3 



X—dx'dy'dz=^-:^dx'dydz^ mithin 



X 



9 



Xdx ^ -T^dx. 

^ X 



In gleicher Weise gilt fur die anderen Achsenrichtungen 



y-Y,y 



'y 



dy. 



^ Zdz — z^dz. 

9 ^2 

Dnrch ZasammenzShlen der 3 Gleichangen entsteht aaf der rechten 
Seite das vollst^ndige Differential dp des Drackes, nSlmlich 

y 



2) 



ff 



(Xdx+Tdy + Zdz) = dp 
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Sind X^ y, Z als Funktionen von a?, y, z gegeben, so fahrt 
die Integration der Gl. 2 zu dem Gleichgewichtsdrucke p (Gl. 1). . 
Vertauscht man aber in GL 2 die rechte Seite dp mit Null, so 
druckt (da y nicht Null sein kann) 



3) 



{Xdx + Ydy + Zdz) = 



die Bedingung aus, fQr solche Zusammenstellungen der Koordi- 
naten x^y ^ z^ welche einem gleichbleibenden Drucke p entsprechen. 
Die hierdurch bezeichneten Punkte in der FMssigkeit bilden eine 
FHche uberall gleichen Druckes, oder eine Niveanfl&chey 
deren Gleichung durch Integration von GL 3 erhalten und 



4) 



f{x^ y, z) = Const 




geschrieben werden kann. Die Funktion hat dieselbe Form wie in 
GL 1. Jedem anderen Werthe der Const, entspricht eine andere 
Niveauflache mit einem anderen Drucke. 

Die Niveauflachen stehen in einer ^^^* ^^^* 

einfachen Beziehung zur Bichtung der 
Massenkraft R*m. An einem Punkte 
P innerhalb einer im Gleichgewichte 
befindlichen Flussigkeit (Fig. 251) bilde 
R mit den Achsen die Richtungswinkel 
a, )S, d. PQ sei ein beliebiges Kurven- 
theilchen rf«, welches in einer durch P 
gelegten Niveaufl^che liegen soil; 
ds habe die Eichtungswinkel aj , /S^ , dj . 
Dann gilt fur den Winkel i? zwischen R und ds die Gleichung 

cos 1? = cos a • cos «! + cos )9- cos Pi + cos d • cos 6^ . 

Nun sind JT, Y, Z die Projektionen von JB; dx, dy, dz die- 
jenigen von ds auf die drei Achsen, mithin ist 

i? cos a ~ X; R cos )8 = F; jK cos d = Z; 
dsco^t>.i^= dx\ ds cos Pi = dy; dscosd^=dz. 



I 



/y 



Daher wird 



jBJ«cosd = Xdx + Ydy + Zdz 
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Weil nun fdr Eurventheilchen innerhalb einer Niveaufl^che die 
Gl. 3 gilt, so muas 

5) Edscosd = 0, d.h, ^ = 900 

sein. Oder: 

Bine Niveauflache steht in jedem ihrer Punkte 
rechtwinklig zu der fur den betreffenden Punkt gul- 
tigen Massenkraft jR*m. 

Diese allgemeinen Gleichgewichts-Bedingungen sind von Leonhard 
Euler (geb. zu Basel 1707, gest. zu Petersburg 1783) im Jahre 1755 
entwickelt worden. 

Aus vorstehendem Satze folgt unmittelbar, dass, wenn die 
Schwere die einzige Massenkraft ist, die Niveaufl^chen wage- 
rechte Ebenen sind (S. 176/77). 

Da die freie OberflSche einer FlUssigkeit ebenfalls eine Niveau- 
flache ist, so finden auch die Entwickelungen uber die Gestalt der 
freien Oberflache (S. 204 und 206) hier noch eine festere Begrundung. 



B. Bewegung flussiger KOrper. 



I. Au8flu88 des Wassers aus GefSssen. 

Wird in der Seitenwand eines mit Wasser gefflllten Gef^sses 
(Fig. 252) bei A eine kleine 
OflFnung frei gemacht, so entsteht ^^&- ^^^• 

ein ausfliessender Wasserstrahl. 
Die einzelnen Wassertheilchen 
ffihren eine parabolische Wurf- 
bewegung aus (l.Theil, 2. Aufl., 
S. 50). Ist vj die wagerechte 
Geschwindigkeit, mit der ein 
Wassertheilchen bei A das Ge- 
filss veriasst, a die H6he von A 
ilber dem Boden, t die Zeit der Bewegung von A his B, so wird 





A 


Uf 




















1 

V 
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unter Vernachlassigung des Luftwiderstandes a=^/2pt-; h = wt, 
mithin 

1) ^=1/^, 

w r g 

so dass bei bekanntem a aus der Sprangweite h des Strahles die 
Ausflussgeschwindigkeit w berechnet werden kann. 

War die Offnung geschlossen, demnach alles im Gef&sse be- 
findliche Wasser in Bohe, und macht man die 0£fhnng pldtzlich 
frei, so wird die ganze im GefS.sse befindliche Wassermasse in Be- 
schlennignng gerathen; die Geschwindigkeit, mit der die einzelnen, 
auf einander folgenden Wassertropfen aus der Offnung treten, ist nicht 
die gleiche, sondern eine allm^hlich wachsende; daber w^chst auch die 
Sprungweite h. Jedoch lehrt die Erfahrung, dass* die Veranderung 
von h und w sehr schnell erfolgt, dass sich schon nach sehr kurzer 
Zeit (meist schon nach 1 Sekunde) eine bestimmte Sprungweite h 
und somit eine bestimmte Geschwindigkeit w gebildet hat, die nun 
unverandert dieselbe bleibt, wenn der Wasserspiegel im GefSLsse 
durch Zufluss stets auf gleicher H5he erhalten wird. Gleichzeitig 
hiermit werden sich nun an alien Stellen des Gei3.sses dauemde 
Bewegungs- und Druckverhaltnisse gebildet haben. 

Diesen Zustand nennt man Beharnmgszustand. In alien nach- 
folgenden TJntersuchungen nehmen wir an, dass der Beharrungs- 
zustand eingetreten sei und lassen die h5chst verwickelten Ver- 
haltnisse vor dem Eintritte desselben, die meist noch nicht einmal 
1 Sekunde wahren, ausser Acht. 

Zunachst wird das Wasser als eine vollkommen reibungslose 
Flussigkeit angesehen, auch wird angenommen, dass das Gef&ss an 
alien Stellen zwischen Wasserspiegel und Offnung von Wasser 
erfuUt sei, also keine leeren Baume enthalte. (Unter welchen 
Bedingungen letztere bei der Bewegung des Wassers vorkommen, 
wird spater er5rtert). Auch soUen pl6tzliche Querschnittsanderungen 
im Ge^Us vorlaufig noch nicht angenommen werden. 

a) Ideelle Ausflussgeschwindigkeit und Ansflussmenge durch 

eine BodenSffnung. 

Das Wasser ergiesse sich (Fig. 253) durch eine in wagerechter 
Bbene liegende Offnung DC= F. Das Gefiss babe von der Mitte 
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Fig. 253. 



des Wasserspiegels bis zur Mitte der AusflussQffnang eine Mittel- 

linie and verenge sich nach der Offnung bin allm^blicb. Dann 

wild man annebmen kOnnen, dass 

die durcb die OflFnung F aus- 

tretenden Wassertbeilcben mit 

gleicben Geschwindigkeiten dnrcb 

den Oflfnungs- Querscbnitt bin- 

durcbgeben. Es tritt wabrend 

eines Zeittbeilcbens dt ein pris- 

matischer WasserkCrper F-wdt 

nnten aus. Dessen Masse sei 

das Massentbeilcben 



m = 



F'W'dt 



1) 



^^F 



• «^'o 



'dt. 




9 



Letzteres folgt daraus, weil das 

gleicbe Massentbeilcben m oben 

verscbwinden muss; denn ist 

Fq der Querscbnitt des Wasserspiegels, wq die Gescbwindigkeit, 

mit der er sinkt, so muss oflFenbar Fo'WQ'dt==^ F'wdt sein. 

Wir woUen nun den Satz der Arbeit (1. Tbeil, 2. Aufl., S. 144) 
auf die im GefSsse befindlicbe Wassermasse, u. zw. far ein Zeit- 
tbeilcben dt anwenden. Hinsicbtlicb des Zuflusses im Wasserspiegel 
werde angenommen, dass der Spiegel zuerst wabrend der Zeit dt 
um wo'dt, d. b. von A B nacb G E sinkt und dass dann pl5tzlicb 
eine Wasserschicbt A BEG zum Ersatze wieder aufgebracbt werde. 
Der Was8erk5rper GEDC, der zu Anfang und zu Ende des Zeit- 
tbeilcbens Yorbanden war, babe die Masse M und wegen des Be- 
barrungszustandes ein unverd.nderlicbes Arbeitsverm5gen E, 

Die gesammte Wassermasse im Gefilss ist dann M + m^ woven 
m sieb zu Anfang oben vorfindet, nacb der Zeit d t aber unten. Die- 
selbe Stelle des GefSsses wird nach einander von verscbiedenen 
Massentbeilcben eingenommen, die an dieser Stelle stets die gleicbe 
Gescbwindigkeit baben und nur durcb andere vertauscbt sind. 

Zu Ende des Zeittbeilcbens dt ist das gesammte Arbeits- 
verm5gen der Wassermasse M + m offenbar: E + ^/^mw^j zu 
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Anfang aber, wo die Masse m roit der Geschwindigkeit wq sich 
oben befand: E+ ^hmw^^. Daher entsteht in dem Zeittheilchen 
dt eihe Zunahme an Arbeitsverm5gen 

2) V2 m {w^ — Wq^). 

Diese moss der Arbeit aller wirkenden Er§.fte gleich sein. 

Der Schwerpunkt S^ von M liege una e unter AB, Darni 
gilt ftir die Tiefe y^ des Schwerpunktes S von Jf + m zu Anfang 
des Zeittheilchens dt: 

{M + m)yQ^= Me + m-^l^vjQdt^ 

da der K5rper G EA B die H5he w^dt hat. Nach der Zeit d t 
liege der Schwerpunkt um yQ + dy^ unter AB, dann ist aus 
denselben Qrunden 

{M+m) (yo + dyo) =^ Me + m{h+ ^^wdt), 

wenn h die H5he des Wasserspiegels fiber der OfiFnung ist. Daher wird 

(M + m) dyQ = m {h-\- ^/2wdt — ^/^w^d t) 

urid, wenn man rechts die unendlich kleinen Gr5ssen gegen h ver- 
nachlassigt, (M + m) dyQ==mh. Das Gewicht von M+m ver- 
riehtet also in der Zeit dt die Arbeit (1. Theil, 2. Aufl., S.140) 

3) (M+m)gdyQ=^myh. 

Steht nun der Wasserspiegel unter einem Drueke jpo, die OflFnung 
unter dem Drueke p, so verrichten die Krafte po^o ^°d pF 
w9hrend der Zeit dt die Arbeit 

m 

4) pf^FoWQdt — pFwdt=^mg— 

wegen der Beziehungen i,n Gl. 1. 

Die Schwerkraft und die Drueke p^ und p leisten daher 
w^hrend der Zeit dt zusammen die Arbeit 

5) \,,{^,^So^P 

Die Druekkrafte des Gefisses gegen die Wassermasse ver- 
richten keine Arbeit, da sie fiberall rechtwinklig zur Bewegungs- 
richtung stehen. Die inneren Krafte im Wasser leisten aber 

E e c k , Hechanik. II. 16 
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Fig. 254. 



fI7 



ebenfalls keine Arbeit, denn sie sind reine Normalkr^ftie, die einem 

Gleiten keinen Widerstand entgegensetzen und nur bei einer Ande- 

rung des Bauminhaltes Arbeit verrichten k5nnten. 

Trennt man namlich an einer Stelle, wo der Druck ^' 

herrscht, ein kleines Parallelepiped a^h^c heraus 

(Fig. 254), so verrichten die Druckkrafte, wenn 

die Seiten sich um da^ dh^ dc vergr5ssern, die 

Arbeit 

— P {h\C'da + a'C*dh -\- a'h* dc) . 

Da aber F= «•!!>•(; und dV=h'C*da + a-cdh -\- a-h- dc ist, 
wird die Arbeit der Druckkrslfte 

— ydF=0, 

weil bei Wasser J F = ist. 

Durch Gleichstellung der Werthe Gl. 2 und GL 3 ergiebt sich 



I) 



w;2 



m 



IVq' 



mg\h + 



P^—P 



welche als Grundgleichung aller Ausflussbewegungen 
gilt. Die linke Seite enthlllt die Zunahme, welche das Arbeits- 
vermOgen der im GefS^se enthaltenen Wassermasse in der Zeit dt 
erleidet, die rechte Seite die gleichzeitig verrichtete Arbeit. Dabei 
bezeichnet m das Massentheilchen, welches w^hrend der Zeit dt 
unten ausstromt und gleichzeitig auch durch alle Querschnitte des 
Gefisses hindurchgeht. Spater etwa zu berucksichtigende Wider- 
standsarbeiten oder Arbeits-Verluste kdnnen in Gl. I leicht hinzu- 
gefugt werden; aus diesem besonderen Grunde ist der gemeinsame 
Paktor m noch nicht gestrichen worden. 

Will man aber w berechnen, so bedenke man, dass nach Gl. 1 

F 

Fq wq = Fw , daher wq = w -=- 



ist. 







Damit entsteht nach Gl. I: 

i^2 



w 



2 1 



Fn2 



= 2g[h + 







Po—P 

y 



oder 



6) 



W = 




y[K + ^f^ 



1 — 



Zl 

J^.^ 
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Diese Geschwindigkeit bezeichnen wir als ideelle Ansfluss- 
geschwindigkeit, well bei ihrer Berechnung die Beibung vernachiassigt 
wurde; die wirkliche Geschwindigkeit ist kleiner (s. S. 248). Eb 
ist po — p der Druckunterschied zwischen Wasserspiegel und OflEhung, 

— die entsprechende Wassersaule; diese tritt zu h hinzu und 

bildet mit ihr die gesammte wirksame Druckhohe. 

In den weitaus meisten F§.llen ist p=Po' Da es sich nan nicht 
«mpfiehlt, wegen der selten vorkommenden Falle ungleicher DrQcke 

stets mit einer unbequemen Formel zu rechnen, woUen wir — — 

y 

als mit in h steckend betrachten, so dass in Zukunft h die ganze 
wirksame DruckhChe bedeuten soil. Dann wird einfacher 



7) 



In den meisten Fallen ist auch die Ausfluss5ffnung F klein, gegen 
die Wasserspiegelflache F^^ so dass in Gl. 7 die Gr5sse F^iF^^^ 
gegen 1 vernachlassigt und einfach 

8) w = V2^h 

gesetzt werden kann. 

In diesem Falle ist die ideelle Ausflussgeschwindigkeit 
gleich der Fallgeschwindigkeit, welche einer Fallhohe 
gleich der wirksamen 
Druckh5he entspricht; ^^* 

Oder die Geschwindig- 
keitshOhe des Aus- 
f lasses ist dann gleich 
der wirksamen Druck- 
h5he A. 

Die vorstehenden For- 
meln gelten auch noch fdr 
den Fall der Fig, 255, 
wo der Strahl lothrecht auf- 
warts austritt. Hierin liegt 
auch eine einfache Prufung der Rechnung; denn der mit der 
Geschwindigkeit w austretende Strahl musste ohne Widerstande die 

16* 
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H5he -^r- = /i erreichen, d. h. zur H6he des Wasserspiegels A B 

ansteigen. Reibung des Wassers im Gefasse „. ^^g 

und Luftwiderstand ausserhalb desselben ver- 
mindern aber die Steigh5he. 

Taucht das Gef^ss nach Fig. 256 in ein 
TJnterwasser ein, so ist die Eintauchnngstiefe 
als eine GegendruckhtJhe aufzufassen, so dass 
als wirksame DruckhChe nar der H5henanter» 
schied A der beiden Wasserspiegel gilt. 

Da in jedem Zeittheilchen dt eine Raum- 
menge F-xu-dt austritt, so ist die ideelle sekandliche Ausfluss- 
menge in Rauttieinheiten (^^") 

9) Q^F w^^ FV2gh. 




Pig. 257. 




b) Ideelle Ausflnssmenge durch eine Seiteu$ffnun|^. 

B^findet sicb die Offnung in lothrechter Ebene, so gelten die 
vorstehenden Gleichungen nur dann fur diesen Fall, wenn die 
Offnung so geringe H5henerstreckung hat 
(Fig. 257), dass man fQr alle Punkte der 
Offnung die gleicho Ausflussgeschwindig- 
keit w annehmen darf, so dass der aus- 
fliessende WasserkOrper wiederum ein 
Prisma bildet. £s passt fQr diesen Fall 
die Entwickelung der Gl I (S. 242) voU- 
standig, wenn man dabei die H5he h 
vom Wasserspiegel bis zum Schwerpunkte der Offnung recbnet. 

Hat die Offnung aber eine 
grCssere HChenerstreckung, so ^g- - • 

ist die Annahme einer tiberall === 
gleifehen Ausflussgeschwindig- 
keit nicht mehr zul9ssig. Man 
denkt sich nun (Fig. 258) aus 
der Offnung F einen wage- 
rechten Streifen voo der H5he 
dz^ der Breite oc und der ' 

Flache dF^sc'dz, welcher um z unter dem Wasserspiegel liegt, 
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heraosgenommen, ,berechnet fOr diesen Streifen die Aasflassgescbwim- 

digkeit w=^V2ffz und die sekundliche Ausflassmenge in Banm- 
einheiten (^^^) 

dQ==dF'W=-dF'V2jz. 

Die Summation der Ausflusstnengen fur die s9.mmtlichen Streifen 
der Offnung giebt dann die gesammte Ausflussmenge 

1) Q = }^2gSdFVz==V2g \x]^Z'dz, 

wenn Ober- und Unterkante der OflFnung um h bezw. H unter dem 
Wasserspiegel liegen. 

Die Geschwindigkeit w^V^gz lasst sich durch eine Parabel 
ABC mit lothrechter Achse und vom Parameter ^ darstellen. 
Die sekundliche Wassermenge ist oflFenbar ein prismatischer Wasser- 
k5rper, dessen Querschnitt die Ausfluss- 
dffnung, und dessen S^ossere Begrenzung Fig. 259. 

die parabolische Cylinderflache BC, recht- j | l j^ 

winklig zur Bildebene, ist. I I 

Vereinfachnn^ der Berechnung. Die z 2^ 

Integration der Gl. 1 ist nur m5glich, I 

wenn die Form der Oflfnung gegeben, also fH h 

cD=if{z), bekannt ist. Liegt die OfiFnung E-h\i\ t-^-— 

aber einiffermassen tief unter dem Wasser- I \ 1$ L„ 

Spiegel, so lasst sich das ParabelstGck i-^- 

B C annahernd mit einer Geraden ver- 

tauschen, also eine mittlere Geschwindigkeit und eine mittlere 
DruckhChe Zq, namlich diejenige des Schwerpunktes S der Oflfnung 
(Fig. 259) einfQhren, wie folgende Betrachtung zeigt: 

Dem Streifen di^ in der Tiefe u unter dem Schwerpunkte 
entspricht eine Druckh5he z = Zo + u, und eine Ausflussmenge 

dQ = dFV2pz=: dF]^Jff'(Zo'+ u) 
=^dFr2gz,(l+jJ 
Oder, nach der binomischen Keihe 
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1st nan die HOhe der OShnng JET — h^y^zQ, so wird, wenn der 
Schwerponkt ziemlich in der Mitte der HOhe liegt, der grOsste 



u 



d 



dF + 



Q = V 2<?^o{i^ + 2^ \dFu^. 



Werth von ttSV*^o» daher in diesem Fall — ^j, mithin 

^0 4 

das dritte Glied der binomischen Beihe 

lifi<:J_ 

8 V^«28' 

also so klein, dass man es rernachl9,ssigen kann. Benatzt man daher 
von der binomischen Beihe nnr die beiden ersten Olieder, so wird 

ldFu\ 

n. n • '//  

Es ist aber in Bezng auf den Schwerpunkt fdF'u = Oy also 

2) (i==F]^2izo. 

Diese von der Form der OfiFnung ganz unabhtagige, daher sehr 
beqaeme Gleichung ist also anwendbar, wenn 

3) 2(J5r-A)<^o. 

d. h., wenn die Tiefe zq des Schwerpunktes der Offnung 
unter dem Wasserspiegel, mindestens gleich der 
doppelten H5he der Offnung ist. 
(Vgl. auch die Anmerkung S. 247). 

Beispiel: Ein prismatisches Getass (Fig. 260) stehe auf wagerechtem 
Boden and sei bis zu einer Hohe h mit Wasser gefallt. In welcher 
Tiefe z unter dem Wasserspiegel muss eine kleine Offnung angebracht werden, 
damit der Strahi moglichst grosse Sprungweite b babe? 

Je tiefer man die Ofl&iung „. ^^ 

legt, um so grosser wird tc, 
um so klein er aber die Hob en- 
entwickelung der Parabel, und 
umgekebrt. Mit 

w =Y^ 2gz und a == h — z 
wird nach Gl. 1, S. 239 : 

b = 2y(h-^z)z. 

Hierin sind z und h — z ver- 
tauscbbar. Eine Of&ung in der 
Tiefe z = V* '* giebt also die- 
selbe Sprungweite wie eine solcbe in ^ = ^/* h . Seinen grossten Werth 




1 b. Ausflussmen^e einer Seitenoffiiung. 
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erreicht aber h fiir z = ^/ih, Denn {h — z)z ist der Inbalt eines Rechtecks 
Tom Umfange 2 h . Ein Eecbteck von gegebenem Umfange bat aber seineD 
grossten Inbalt, wenn es die Form eines Quadrats von der Seite ^/ih besitzt; 
dann ist F=^/Ah^=s(h — z)z, mitbin z = y2h und 6, 



max 



h. Es entstebt 

dann die WurQ)arabel grosster Wurfweite (1. Tbeil, 2. Aufl., S. 51), welcbe 
den Boden unter 45 •* scbneidet. 



Reehteckige Seiten^jBhun;;. Mit unver&nderlichem a? = 6 
(s. Fig. 258, S. 244) erh§.lt man nach 61. 1 die ideelle Ausfluss- 
menge durch eine rechteckige SeitenOffnung: 

4) Q = t yjg Lva d z = 2/3 h V2g {h'i* — A'/i} . 



h 



Reicht die Offnang bis zum Wasserspiegel, so hat man einen freien 
TTberfall, und es wird mit A = 0, dessen ideele Abflussmenge: 



5) 



Q = 2/3 61^2^ H'l^ = 2/3 h Hf2g H . 



Fig. 261. 






A 

1 


A 


1 

h 

1 


u 




i 








I 

1 

1 



|<— J— -^i 



. Beispiel: Fiir die Scbiitzen- 
offiiung eines Gerinnes (Fig. 2G1) sei 
6= 1 m^;i= 1^4in^ lf=2ra; dann 

liefert Gl. 4: 

Q = 2/8 • 1 • 4,43 (2,83 — 1 ,66} 
= 3,455 Cbm/; . 

Es ist in diesem Falle 2{H— h) 
= 1,3 m <: als Zq = 1,7 m, daber 
aacb die Annaberungsformel Gl. 2, 
anwendbar; sie ergiebt: 

Q = 0,6 • 4,48 . )/" 1,7 = 3,466 Cbm/s, ; 

der Unterscbied beider Recbnungen ist also nur unerbeblicb. 

(ijber die wirklicbe Ausflussmenge dieses Zablenbeispiels s. S. 251) 

Anmerkung. Man kann die Annaberungsformel Gl. 2: Q = Fy2g Zq 
aucb iiber die Grenze der Gl. 3 : 2{H—h) = Zq binaus obne wesentlicben 
Febler anwenden. Denn sogar fur den freien Uberfall mit Zq = '/2 H ergiebt sie 

Q = bH y^Yg ~0/H = 0,707 bH]/ 2gH, 
wabrend die genaue Gl. 5 

Q = 0,6iiibHY'2gH 

liefert, so dass selbst in diesem aussersten Falle der Unterscbied nur S^/o 
betragt. 



X • 


— h 


z - 


-h 


a • 


-b 


H 
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X = 


= & + 


a — 
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Trapezf Srmii^e SeitenSffnung. Nach Fig. 262 ist 

Pig. 262. 

Oder 

Die genane 61. 1 ergiebt dann 

Q = K27 I {j + -^^ {z - h)] z^'\U 

Diese Formel ist schon so verwickelt, dass man meist die An- 
naherungsforrael Gl. 2 vorziehen wird. 

c) Wirkliche Ausflussgeschwindigkeit and Ausflossmenge. 

Geschwindigkeits - Ziifer (Gesch windigkeits - Koefficient). Die 
bisherigen Formeln wurden entwickelt unter der-Annahme reibungs- 
loser Fl^ssigkeit. Fur eine kleine Offnang ergab sich darnach die 
ideelle Ausflussgeschwindigkeit (61. 8, S. 243) zu 

w = V2ph . 

Die wirkliche Ausflussgeschwindigkeit ist wegen der 
BeibungswiderstSlnde, die im GeiJlss auftreten, kleiner und wird er- 
halten, indem man den ideellen Werth noch mit einer Berichtigungs- 
zahl, der sog. 6eschwindigkeitsziffer q> (<1), multiplicirt. 
Dann ist in Wirklichkeit 

1) w = (p V^2gh. 

Diese 6eschwindigkeitsziffer q) weicht nur wenig von der Einheit 
ab, betragt bei kleiner DrnckhChe 9? = 0,96, wachst aber nach Ver- 
suchen von Weisbach (Freiberg i. S.) mit zunehmender Druck- 
hOhe bis auf 0,99 an. Wir werden in den weiteren Beispielen 
stets mit 

2) (p = 0,96 rechnen. 
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Pig. 263. 




*,/ xtmiim tHMK^^j^gig^' 



Einschnttrong (Kontraktion). Ausflussziffer (Aosflosskoefficient). 
In einem OefSsse, dessen W&nde sich nach der AusflussCffnung hin 
allmahlich zusammenziehen, wie Fig. 253 (S. 240), Fig. 255 (S. 243), 
Fig. 257 (S 244), fliessen die einzelnen Wassertheilchen in parallelen 
Linien durch die Oflfhung und bilden sog. Stromlinien oder Wasser- 
fUden, welche die Offnang rechtwinklig schneiden, so dass die 
sekundliche Ausflussmenge Q=^Fw 
als ein Prisma vom Querschnitte F 
angesehen werden kann. Befindet sich 
aber die Offnung in einer ebenen 
Wand (Fig. 263), so fliessen die Wasser- 
theilchen in ganz verschiedenen Bich- 
tungen der Offnung zu, wie in der 
Figur durch Stromlinien angedeutet 
ist Diejenigen Theilchen, welche an 
der Wand entlang str5men, kCnnen 
ihre Bewegungsrichtung nicht pl5tz- 
lich um 90^ andern (weil jeder Knick 

in der Bahnlinie eine unendlich grosse Normalbeschleunigung, d. h. 
unendlich grosse Krafte erfordern wflrde), sondern gehen in ge- 
krummten Bahnlinien um die Innenkante der Offnung herum. Erst 
ausserhalb des Ge^ses in einer gewissen Entfernung von dem 
Offnungs-Querschnitte F haben sich die Wasserfilden wieder parallel 
gelagert und bilden einen Strahlquerschnitt aF. 

Diese Erscheinung heisst dieEinschntirung (Kontraktion) 
des StrahlA, und die GrQsse a (<:1), mit der man den Offnungs- 
Querschnitt F multipliciren muss, um den Querschnitt aF des 
zusammengezogenen Strahles zu erhalten, heisst Einschnurungs- 
Ziffer (Kontraktions-KoSfficient). 

Mit der wirklichen Geschwindigkeit w^(pV2gh (Gl. 1) wird 
daher die wirkliche Ausflussmenge: 

3) Q==a.i^.icf = a.9?. FV2g h , 

In dieser Gleichung kommt das Produkt aq) zweier Berich- 
tigungsziffern vor, das man zu einer GrOsse 

4) fi = a'(p . 

vereinigen kann, welche Ausflussziffer (Ausfluss-Koefficient), 
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Pig. 264. 



m 



genannt wird, well man die ideelle Ausflussmenge fV^'Z^Ji (G1. 9, 
S. 244) noch mit ju multipliciren muss, nm das wirkliche Q zu 
erhalten, also die wirkliche Ausflussmenge: 

5) Q=juF'V2gh. 

Wahrend die Geschwindigkeitsziffer q> nur wenig schwankt, 
auch nur wenig von der Einheit abweicht, ist die Einschnurungs- 
ziflfer a und somit auch die Aus- 
flussziflfer ju=^aq> von vielen Um- 
standen abh§.Dgig, z. B. auch von 
der Dicke und Beschaffenheit der 
Wandung, in welche die Offnung 
eingeschnitten ist. Bestimmte Er- 
scheinungen treten auf, wenn die 
Offnung sich in dunner Wand be- 
findet, Oder wenn der Einfluss des 
Offnungsrandes durch Zuscharfung 
nach Fig. 264 nahezu beseitigt 
ist. Befindet sich dann ausserdem 
die Offnung verhaltnism&ssig weit 

von den GefSsswanden entfernt, so kann man fur diesen Grund- 
fall der Einschnurung ziemlich bestimmt setzen: 

6) 



'\ \ ; ' •' 

!\ . ! .' /• ' 

I « *  



-'f Vi* '• ^f'^y' ■' '"^ ^ 



1 • • ' ' ' / 



1^M,^'^A'.^/<M»MUW. 



I 



a = 0,64 und fx = 0,96 • 0,64 = 0,61 . 

1st die Offnung ein Kreis vom Durchmesser 2r, so erfolgt eine Ein- 
schnurung des Strahls auf 1,6 r, u. zw. befindet sich iieselbe im 
Abstande r von der Mundung (Fig. 264). 

Uber die Ausflussziffern for rechteckige SeitenoAiungen in 

dunner Wand haben die franzCsischen Artillerie-Offiziere Poncelet 
und Lesbros 1828 — 1834 Versuche angestellt. (Ausfflhrlichere 
Angaben findet man in Buhl man n*s Hydromechanik.) Dabei wurde 
die H6he h des Wasserspiegels uber der Oberkante der Offnung in 
einer solchen Entfernung von der Wand gemessen, wo der Spiegel 
noch wagerecht war, wahrend er nach der Wand zu sich etwas senkte. 
Es kommt dabei wesentlich auf die GrCsse der kleineren Seite b der 
Offnung an, gleichgultig, ob dieselbe lothrecht oder wagerecht ge- 
richtet ist. Einige Ergebnisse der Versuche enthalt folgende Tabelle: 
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AnsflosssiffiBr /t tit reebftviaklij^ SeiteDSffnugei in dlnier Wud. 



Hohe h des Wasserspiegels 

fiber der 

Oberkante der Offiiung 


/x bei kleinster Seite der Ofl&iung von: 


0,05 » 


0,1"^ 


0,2"^ 


0,10 


0,631 


0,615 


0,600 


0,15 


0,631 


0,616 


0,600 


0,20 


0,630 


0,617 


0,601 


0,30 


0,630 


0,618 


0,602 


0,40 


0,629 


0,618 


0,603 


0,50 


0,628 


0,617 


0,604 


0,60 


0,628 


0,617 


0,604 


0,70 


0.627 


0,617 


0,605 


0,80 


0,627 


0,616 


0,605 


0,90 


0,626 


0,616 


0,605 


1,00 


0,626 


0,615 


0,605 


1,20 


0,624 


0,614 


0,604 


1,40 


0,621 


0,612 


0,603 


1,60 


0,618 


0,611 


0,602 


1,80 


0,615 


0,609 


0,602 


2,00 


0,613 


0,607 


0,601 


3,00 


0,606 


0,603 


0,601 



Mit diesen Ziffern fx ist also die rechte Seite der Gl. 4, 
S. 247 Doch zu multipliciren, urn die wirkliche Ausflussmenge 
za erhalten. Es wird damit: 



7) 



Q = ^fjihV2g{H'l^-ri^}. 



SchfttzenSffnnngeii. Befindet sich die Offnung nicht in dunner 
Wand, wird sie vielmehr, wie bei Schutzen, durch rechtwinklig 
zugeschnittene Bretter gebildet, so kann man, wenn die Unterkante 
der Offnung hoch fiber der Sohle liegt,/i = 0,6, wenn sie mit 
dieser in gleicher H5he liegt fx = 0,68 im Mittel setzen. 

Pur das Beispiel auf S. 247 (Fig. 261) wtirde also mit // = 0,68 die 
wirkliche seknndl. Ausflussmenge werden : Q = 0,68 • 3,456 = 2,85 cbm . 

UnYoIlstandige Einschnfirung (partielle Eontraktion) findet 
statt, wenn die Offnung an einem Theil ihres TJmfanges von WSinden 
umschlossen wird (Pig. 265, Offnung II, III u. IV), so dass an 
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Fig. 265. 
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diesen Stellen ein seitliches Zustrdinen und eineAblenkung von 
Wasserf§,den nicht vorkommt, also die Ursache der Einschntirang 
theilweise fortfallt Der Strahl be- 
kommt in Folge und nach Art dieser 
nngleichm9.ssigkeit eine abweichende 
Ricbtung. und die Ausflussziffer, also 
auch die Ausflussmenge wird grosser. 
1st u der ganze Umfang der Offnung, 
m • II derjenige Theil des Umfanges, an 
welchem die Offnung von Wanden ein- 
gefasst ist, so ist nach Yersuchen von 
Bidone (1831) und Weisbach die 
fur solche F3.11e anzuwendende Ausfluss- 
ziffer fXp von der GrOsse m abhangig. 
Ist ^ die Ausflussziffer unter sonst 
gleichen Yerhaltnissen fur den Grund- 
fall (dass die Offoung nach alien 
Eichtungen weit genug von den GefJlss- 
w^nden entfernt ist), d. h. fur eine 
Offnung I im Grundrisse (Fig, 265), 
so gilt: 

fflr rechteckige Offnungen 

8) ^pr = /^ (1 + 0,155m), 
fflr kreisfbrmige Offnungen 

9) yMpfc = //o(l + 0,128m). 
Es wird daher: 

fur die Offnung II mit m = V*^ 

lip = 1,039/io ; 
fflr die Offnung III mit m = V^ 

^p=l,078//o; 

fflr die Offnung. IV mit m = V4 

^p = l,032//o.. 

Unvollkommene Einschnfirnng. Auch wenn die Wandungen 
nicht ganz an den Band der Offiiung herantreten, sondern sich von 
alien Seiten der Offnung nur naheruj kann eine Verminderung 
der Einschnurung entstehen. FQr den Grundfall war vorausgesetzt, 
dass die Offnung von alien W§.nden verh&ltnismassig weit entfernt, 



m 






• 








E 




/ 




a 




« 
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also binnensdts der Offnung ein grosser Querschnitt^ and daher 
eine geringe Qeschwindigkeit vorhanden ist (Fig. 266). Verengt 
sich aber das Oef&ss nach der Mundung zu, so dass das Wasser 
der Offnung rait gr5sserer Geschwindigkeit zustrOmt, so vermindert 
sich der Einfloss der in der 



Fig. 266. 



Fig. 267. 





Querrichtung zufliessenden 
StromfSLden und damit die 
Einschnfirung. 

1st F der Offnungs-Quer- 
schnitt (Fig. 267), F:n der 
Querschnitt vor der Offnung 
(worin n ein echter Bruch), so ist die Ausflussziffer /«„ bei un- 
vollkommener Einschntirung zuruckzufdhren auf ^q in dem 
entsprechenden Grundfalle (mit w = 0) . (Jber das Verhaltnis fiu ' f^o 
hat Weisbach (Freiberg in Sachsen) im Jahre 1842 Versuche an- 
gestellt und deren Ergebnisse durch Fotentialgleichungen dargestellt. 

Danach ist far kreisfOrmige Offnungen 

10) jUuk = jUo [l + 0,04564 (14,821« — 1) ] , 

fur rechteckige Offnungen 

11) /^ur = ,"o [1+0,076 (9»— 1)]. ^ 

Daftir kann man ann^hernd setzen 

bei kreisfOrmiger Offnung 

12) /^H * = y^) (1 + 0,126 n + 0,06 n^ + 0,427 n^) 

mit den Ergebnissen: 

n= 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0^8 0,9 1,0 

^^=1,014 li031 1,055 1,087 1,131 1,189 1,264 1,358 1,473 1,613; 
Mo 

bei rechteckiger Offnung 

13) /^M r F= iUo (1 + 0,175 n + 0,06 w2 + 0,373 n^) 

mit den Ergebnissen: 

n= 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 



fh 



- = 1,019 1,040 1,068 1,104 1,149 1,207 1,279 1,369 1,478 1,608. 
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Fig. 268. 



Ansflnssziffer // far rechteckige Uberf&lle. Nach der ideellen 
tJberfoUmeDge Gl. 5, S. 247 ergiebt sich die wirkliche tJber- 

fallmenge 

14) Q=-V^iuihHV2^, 

wenn fx die Ausfiussziffer, h die Breite des tJberfalles und H die 

H5he des ungesenkten Wasserspiegels uber der Unterkante der 

OffnuDg bedeutet (Fig. 268). Fur die 

ZiflFer fi gilt nach Versuchen der franz5- 

sischen Artillerie - Offiziere Poncelet 

und Lesbros folgende Tabelle, wobei 

zu bemerken ist, dass die OfTnung sich 

in dtlnner lothrechter Wand befand und 

dass die HQhe H in mindestens 1™ 

Abstand von der Oifnung gemessen wurde. Durch die Senkung 

des Wasserspiegels in der Nahe der Offnung wird der Strahlquer- 

schnitt vermindert; dieser Einfluss ist in der Zahl fx mit berdck- 

sichtigi 

Ausfiussziffer fx fiir reehteckif^ tiberfSlle in daniier 

lothrechter Wand. 




H 


A* 


fur 




ft — 0,2"^ 


h — Ofi"^ 


0,02 "» 


0,626 




0,04 


0,611 




0,06 


0,602 


0,618 


0,08 


0,596 




0,10 


0,593 


0,606 


0,15 


0,590 


0,600 


0,20 


0,585 


0,593 


0,30 




0,587 


0,40 




0,587 


0,50 




0,587 


0,60 




0,585 



d) WiderstandshShen und Widerstandsziffern. 

Auf S. 248 wurde die wirkliche Ausflussgeschwindigkeit 
w = (pV2gh aus der ideellen =1^2^7i abgeleitet durch Multi- 
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plikation der letzteren mit einer Geschwindigkeitsziffer ^ <; 1 . 
Mit S^cksicht darauf, dass bei der rdeellen Ausflussbewegung die 
wirksame Druckhohe h sicb in eine gleicbe 6escbwindigkeitsh5be 



w'^ 



umsetzte, kann man die Beziehang zwischen den be id en Ge* 

schwindigkeiten aucb so auffassen, dass bei der wirklicbenGeschwin- 
digkeit w von der wirksamen Druckh5he h ein gewisser Theil zq 
durch Eeibung aufgezehrt und daher fur die Erzeugung von Ge- 
schwindigkeit nnwirksaoi gemacht wird. Man hat biernach 

.2 



h — To = -^r- Oder 



2"^ 



2 

1) ^^ = 5 + ^0. 

Da nun der Erfafarung zufolge 

w = wV2(fhj also /i=— o--r- ist, so wird 



2) ,„ = ^f4_i 



_ f2 

Man setzt 

und bezeichnet ^o ^^^ Widerstandsziffer fur die Reibung 
im Gefasse. Mit 99 = 0,96 (Gl. 2, S. 248) wird 

4) i:o = 0,085. 

Der durch Reibung verarsachte Druckhohen-Verlust 

tv 
o) ^0 = So 



2^ 

heisst die Widerstandsh5he in Folge der Reibung im 
Gefasse. Mit diesem Werthe wird nach Gl. 1: 



w^ . ^ w^ 



worin die gesammte wirksame Druckh5he h zerlegt erscheint, in den- 
jenigen Theil ^-, der zur Erzeugung der wirklichenGeschwindigkeitw^ 
zur Verwerthung kommt, und in die WiderstandshOhe der Geflssreibung 

0.- 



w^ 



2ff- 
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Daraus ergiebt sich dann die wirkliche Geschwindigkeit 



7) 



w 



~F i + ^o' 



die mit w = cp V^2g h gleichbedeutend ist, da nach Gleichung 3 

Die BenutzuDg der Widerstandsh5ben wird besonders ntitzlicb^ 
wenn man es mit einer verwickelteren Wasserbewegung zu tbun 
hat, bei der verschiedene Druekh5henverluste in Frage kommen. 



Fig. 269. 



--V\ Ik'i 

1 ^-— *, N » \ fit li ' y'r-v f 



e) DrnrkhShenverlast in Folge pUtzlicher Querschnitts&ndermig. 

a) PIStzliche Erweiternng. In einem OefSlsse (Fig. 269) sei 
im Wasserspiegel der Qaerscbnitt F^^ die Geschwindigkeit t^^o; in 
einer Zwischenwand befinde sich eine Off- 
nang F^^ welche eine EinschnQrung auf 
a^ Fi mit einer Geschwindigkeit w^ ver- 
nrsacht; dann folge eine pl5tzliche Er- 
weiternng des Gef&sses aof F<i mit einer 
Geschwindigkeit w<i\ die Ausflass5ffnung 
babe die GrOsse F^ der unterhalb der- 
selben eingeschnflrte Strahl den Quer- 
schnitt ajPmit der Geschwindigkeit w, 
Seitlich des eingeschnurten Strahles a, F^ 
befindet sich Wasser, welches nur Wirbel- 
bewegungen ausftihrt, an der regelm&ssig 
str5menden Bewegung aber nicht theil- 
nimmt Da wdhrend einer Zeiteinheit 

durch alle Querschnitte die gleiche Wassermenge hindurchstrdmt, 
so mass 

1) -Fq ^''O = «1 F\ M'l = i^2 *^2 = « -^^ 

sein, und da a^ F^ < F<i ist , so muss w^ > w^ sein. Es trifft somit 
unterhalb der Zwischenwand das mit der Geschwindigkeit w^ 
str5mende Wasser auf eine mit geringerer Geschwindigkeit w^ 
Yorausgehende Wassermasse, womit ein Verlust an Arbeitsverm5gen 
durch Stofs verbunden ist. 

In der Hauptgleichung T, S. 242, war mg das w3hrend eines 
Zeittheilchens dt durch irgend einen (d. h. jeden) Qaerscbnitt 
strOmende Wassergewicht, rngJi die w§,hrend derselben Zeit von 




olKw 
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dem Gewicfate der gesammten im Oef^se befindlichen Wassermasse 

verrichtete Arbeit Im Anschluss an die betreffende Entwickelung 

(S. 241) soil nun der wahrend der Zeit d t durch Stofs herbeigeftihrte 

Yerlust an Arbeitsverm5gen berechnet werden. Man stellt sich die 

Sache so vor, als ob die Masse m mit der Geschwindigkeit wi auf 

eine mit der Geschwindigkeit W2 vorausgehende Masse JI/2 stiesse; 

da nun Wasser nahezu unzusammendriickbar ist, so betr^gt der 

Verlust an Arbeitsverm5gen wahrend der Zeit dt nach Gl. 13, 

S. 139, mit Aj = 

m • M2 {wi — r(;2)^ 

m + M2 2 • 

f \2 

Wenn m gegen M^ sehr klein ist, kann dafur m — ^ — ^ — ^~ ge- 

schrieben werden; setzt man dies = m^^i, so ist z^ der durch den 
Stofs verursachte DruckhOhenverlust, u. zw. 

2) -i=^^^S^'. <i-h- 

der durch eine plOtzliche Querschnittsvergrdsserung 
erzeugte Druckh5henverlust ist gleich der Qeschwin- 
digkeitshOhe, welche der relativen Stofsgeschwindig- 
keit entspricht. 

Will man hiernach die Ausflussgeschwindigkeit w ttlr den 
Fall der Fig. 269 berechnen, so zerlege man die wirksame 
Druckh5he h in ibre einzelnen Theile, woffir sie verbraucht 

wird : -^ -^ ist der zur Erzeugung von Geschwindigkeit 

^ ^ 2 / 2 

j^erwerthete Theil ; ^0 ^ wird durch Eeibung, ^ ^ — ^ durch 

2g 2g 

Stofs aufgezehrt. Also ist 

aF olF olF 

Nach Gl. 1 ist nun wq = w -=- , wi = w — =- , W2 = iv 



«.JP/ -■' F, 



2 



-i:{'-^-^.-'-'(^-Mr). 



mithin h==—\i =f^ + .Cn + a^j^M— =r-^n. Oder 

r, _ / 2.9 ^ 

'±) W I / _2 /.-rg /I 1 \2 * 




l-^ + & + «'^(-jr-jr 



} 
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Befinden sich die Oflftiungen i\ und F in diinner Wand, wie bei Fig. 269, 
60 darf man meist a = a^ = 0,64 setzen. 

In dem Falle der Fig. 270 da^egen ware a^ — - 1 , « = 0,64 zu setzen. 
Wlirde die Ansflussoffiiung F durch allmahliche Verengung wie in Fig. 25o 
(S. 240) gebildet, so hStte man auch a=l zu setzen. 

/?) Pl^tzliche Verengung, wie bei B (Pig. 271), wlirde einen 
Stofsverlust nicht 

Fig. 270. 




^2 



Fig. 271. 



V 



aF 






t" 



/; 



erzeugen, wenn 
nicht dicht unter 
der Verengung eine 
Einschnurung and 

gleich nachher 
wieder eine Aus- 

dehnung des 
Strables aaf den 
Gef9ssquerschnitt 
erfolgte. An der 
Verengung bei B 
ist zun9,chst der Strahlquerschnitt aj F^ und die Geschwindigkeit w^ , 
unmittelbar darunter aber F2 bezw. w^ , daher «! wy = w^ und der 
Stofsverlust 



1 » 



I 



(w, — w.-^- w^^ I 1 

Sonach wird aus GL 4 



I = 



w 



2 a2.j?^ 



'^ff 






5) 



IV 




2gh 



a^F' 



-i-So + 



Schliesst sich an ein Geiass unten 
ein kurzes cylindrisches Ansatzrohr 
(Pig. 272) ohne Abrundung oder Ab- 
schr^gung beim Anschlusse, so entsteht 
beim Eintritt in das Eohr eine Strahl- 
einschnurung auf aF mit sogleich fol- 
gender Ausweitung auf den Querschnitt F. 
Hier ist 



a^F'^ I 1 



a, 



:r~c? 



< V. 



)■ 



Fig. 272. 



o'Wo' 



\a.F 






// I \\ 

I' ! !i 



«V 



w 



6) 



li = 









^0 , ^ 
in 



IV- (il\ — w)' 



2o 



2.^ 
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ferner Wq = wF:Fq und Wi^w:oi\ somit wird, wenn F^ leelir gross 
gegen JP ist, und demnach Wq^wFiFq 



vernachlSssigt werden kann, 



Fig. 273. 



7) 



w = 




2gh 



1 \2- 

1 + C„ + 1-^ - 1 



IV 



Mit Co = 0,085 , a = 0,64 wird 

M + 0,085 + 0,32 ' ^ ' 



-i—j: 



>L_/r 



wogegen bei gut abgerundetera Ansatze (Fig. 273) w=^0,%^V2gh 
sein wurde. 

f) Ansflnss ans einer Bodenoffnung nnter ver&nderlicher 

DrnckhShe. 



Die Formel w = q>V2gh gilt unter der Voraussetzung, dass 
die Boden5ffnung klein ist und dass genugender Zufluss erfolgt, um 
die DruckhOhe unveranderlich zu erhalten, sowie unter der An- 
nahme, dass der Beharrungszustand bereits eingetreten sei. Findet 
der Zufluss nun nicht in richtiger Menge oder gar nicht statt, so 
andert sich die H5henlage des Wasserspiegels und damit die Druck- 
hOhe. Annaherungsweise verwendet man fur die nun veranderliche 
Ausflussgeschwindigkeit w dieselbe Gleichung wie fur den Be- 
harrungszustand, indem man mit ver&nderlicher Druckh5fae z ein- 

fach xv^ q>V^lgz setzt. 

a) Allmilhliche Entleerung ohne Zuflnss. Zu Anfang, zur 
Zeit < = 0, sei Fq der Wasserspiegel in der H5he h uber der 
Offnung F (Fig. 274) ; nach t Zeiteinheiten 
sei die Druckh5he auf z vermindert und 
der Wasserspiegel von der Gr5sse Fz\ dann 
ist die augenblickliche Ausflussgeschwindig- 
keit w = q>V2gz^ und wahrend desnachsten 
Zeittheilchens dt die Ausflussmenge 

1) dQ = fiFV2g~Z'dt. 

Um hieraus dt als Differentialfunktion 
von z finden zu k5nnen, bedenke man, dass 

in dem Zeittheiichen dt der Wasserspiegel Mm dz sinkt, dass dieses 

17* 





Fig. 274. 
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\ F^ V. / 
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ij^p$^^^^^^^^^^£^^%^ 
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dz aber mit negativem Zeichen zu schreiben ist, weil z mit wachsendem t 
abnimmt. Der sinkende Wasserspiegel beschreibt in der Zeit dt 
den Eaum — F^-dz, und diese Gr5sse muss == dQ sein. Aus 

2) jLtFV2gzdt = — Fzdz wird dann 

3) dt = --^-=. 

IULFV2gz 

Daher ist zur Veranderung der DruckhOhe von h auf z die Zeit 



4) 



«== 



F.dz 




F.dz 



^ 



fV2 




erforderlich, weil den Zeitwerthen t = und t = t bezw. die 
Werthe z = h und z = z entsprechen. 

Entleernng eines prismatischen 6efS>sse8 (Fig. 275). Mit 
Fg = jPo wird nach Gl. 4, 



5) 






Fo 



'ffJ. 



2Fo 



.F^2,yr"=;^wr^^''-^'^' 



und fur vSllige Entleerung mit z = 

^v , 2Fofh 

6) t = 7== . 

juFV^2fj 

Multiplicirt man nun in Zahler und Nenner mit Vh, so kann man 
im Zahler den ursprtinglichen Gefassinhalt V=Foh, im Nenner 
die dem an^nglichen Zustand entsprechende sekundliche Ausfluss- 

menge Qo = juFV2f/h einffihren, und 
erh9.lt 



< = 2 



Qo 




Beispiel: i'i=l<i"», 7>=lm, F = 0,o8*-t- 

4 

= 0,0061 qm, z = und ji = 0,6 giebt V= 1 cbm ^ 
Qq = 0,0135 «^^i>m und t = 148,2 set. 

Behielte die Druckh^he den ursprClng- 
lichen Worth A, so wQrde der Ausfluss 

einer dem Gefilssinhalte V gleichen Wassermenge die Zeit t = V:QQ 
erfordern; wegen der kleiner werdenden DruckhOhe erfordert die 
Entleerung also das Doppelte jener Zeit. 



1 f. Entleerung eines trichterformigeu Gefasses. 
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Wassemhr mit cyliiidrischem Geflisse (Fig. 276). Ein Cylinder von 
0,891 ffl Weite und 1 ^ Hohe habe im Boden eine kreisformige Offiiung von 
0,002 m Durchmesser mit gut abgernndetem kurzen Mundstiicke, so dass a == 1 
und /j. = aip = 0,96 gesetzt werden kann. Die allmahliche Senkung des Wasser- 
spiegels soil zur Zeitmessung benutzt werden. — Gl. 5 wird in diesem Palle 

2 • 0,391*^ / t r- \ / n /— — >. 

*=7; — — ^-7===(iAfc_>r^)==i8ooo(irfc-iA^). 

0,96 • 0,002^ |/ 2g 

1st die urspriingliche Hohe des Wasserspiegels iiber 
der Miindung Zi= 1 m^ so wird fiir eine beliebige Zeit t 

t 



Fig. 276. 
^ — 0-^fl> w 



H 



9^ 
^2 



^f 



">c 



*W 



^ ^ ^ 18 000* 

Hiemach kann man fur Werthe von *, die je um 
*/2 Stunde abnehmen, leicht z berechnen. 

t= 1/2 Stunde = 1800 8- giebt -e: = 0,8im 
*=l „ =36^0 8. „ 2r = 0,64 

t=V/2 , Z = 0,A9 

t = 2 „ Z = 0,36 

t = 2V2 „ Z = 0,25 

t = „ Z = 0,\6 

t = 3Va „ z = 0,09 

* = 4 „ z = 0,04 

Par die letzten Theile der Entleerung trifft tibrigens Gl. 5 nicht mehr 
zu (hat nur ideellen Worth), well sich zuletzt um die Offiiung ein Strudel und 
in der Mitte der Oflftiung ein von Wasser nicht erfullter Trichter bildet, so 
dass der Ausfluss verlangsamt wird. 

Entleernng eines trichterfonnigeii 6ef&gses. Das antere Eude 
des kegelf5rmigen Gefisses (Fig. 277) sei zu 
einer Offnung F erweitert, die in der H5he 
der geometrischen Spitze des Kegels liegt. 
Es ist F^ = oc^n, Fq^v^tz, w:r = z:h, 
also F, = Fo'Z^: h^- und (nach Gl. 4) 



T^.t. 



Fig. 277. 



8) 



/uFh^V2gJ, 



F. 



(AV«_^V«); 




5 jiFm^tg 
fQr ^ = wird dann mit V=^l^r^nh und Qq = juFVtghi 

9 

9) t 



5 ^0 ' Q. • 
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Zweite Abtheilong. B. Bewegong flUseiger Korper. 



Fur die Entleerung eines halbkugelfOrmigen oder halb- 
ellipsoidischen (bis zum grOssten Querschnitte gefullten) Beckens 
findet man 



10) 



_]_V_ V 
5«o~ ' Qo' 



ffir die Entleerang eines paraboloid isch en Gef&sses 

V 



11) 



« = -— = 133 



Die 61. 7, 9, 10 und 11 lassen erkennen, dass der Zahlenfaktor fiir eiii 
prismatisches Gefass = 2, fiir jedes nach onten verengte Gefass aber<:2 ist; 
er naheiii sich um so mehr der Einheit, je schneller sich das Gefass nacli 
uDten vereDgt. Beim Beginne des Ausflnsses sinkt namlich der Wasserspiegel 
schneU; mit abnehmender Druckhohe and Geschwindigkait gebt aber der 
weitere Ansfluss langsamer von statten, u. zw. um so laDgsamer, je mebr das 
Gefass nacb miten yerhaltnismassig weit ist, so dass Doch ziemlich viel Wasser 
bei der geringen Geschwindigkeit ausfllessen muss. 

GefHssform fiir ^leichm^ssige Senkung des Wasserspiegels. 

Die Geschwindigkeit, mit der der Wasser- 
spiegel sinkt, ist nach 61. 3 

12) ._-dz ^Ff2yz ^ 



V = 



vo 




dt F, 

soil V sich nicht Slndern, sondern gleich 
dem Anfangswerthe 

Fq Fq 

bleiben, so muss 
13) V z : Vh=^ F, : F^ 

Soil die InnenMche des Gefasses (Fig. 278) eine Umdrehungs- 
fl&che sein, so wird mit 

Ft'=x^n und 

14) 



sem. 



,r*:r^ = Y z : \h 



.2. 



X^\T^ 



= Z\}l. 



Dies ist die Gleichung der gesuchten Meridianlinie, die man eine 
Parabel vierten Grades nennt Eine bei A an die Meridianlinie 
gelegte Tangente hat gegen die lothrechte Achse ein Neigungs- 
verhaltnis 'Ar:^. Der Inhalt des Geffcses ist 













\^fi.\ 



fzdz 



\l\l^ 
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Die Geschwindigkeit des sinkenden Wasserspiegels betragt i/q = 



(He (ideelle) Zeit der voUst^ndigen Entleerung t 
Oder, weil Foh = V2 V ist; 

15) 






-Fo' 

Qo ' 



3 F_ V 



1st die Meridianlinie der Innenwand eines Gefasses eine Parabel nten 
Grades mit a^ :rn = z:h^ so ist das Neiguugs- 
verhaltnis einer bei A angelegten Tangente 
gegen die Achse ^Ut-.U ; der Inhalt des Gefasses 



Fig. 279. 



16) 



V = 



,7+' 



die (ideelle) Zeit der Entleerung 

4 + 2nF 



17) 



4-f n Co 



I 




« = -^ (Fig. 279) giebt 



18) 






Pig. 280. 




Will man ein Gefflss mit gleich- 
f5rmig sinkendem Wasserspiegel als 
Wasseruhr benutzen und fur die An- 
bringung der Theilung eine ebene Wand 
zur Verfugung haben, so kann man die Ge- 
flssform aach derartig anordnen, dass die 
wagerechten Qaerschnitte Rechtecke sind, 
deren LSnge durchweg = h , wahrend die 
Breite 2x veranderlich ist. (Fig. 280). 
Dann muss, wenn die Breite am oberen 
Bande 2 a ist, (nach Q\A^)z:h = b'^x^\P a^ 
= x^:a- sein. Bei dieser Anordnung folgt die halbe Breite a? in 
der einen Ansicht dem Gesetze einer gewObnlichen (quadratischen) 

Parabel mit V=yzFoh und t = ^^. 

Dieses Gef&ss hat also denselben Inhalt und dieselbe AusHuss- 
zeit, wie das nmdrehungsgefS,ss Fig. 278. 
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Fig. 281. 



P) Ansfluss nnter ver&nderlicher DrackhShe, bei Zuflnss vou 
oben. Erfolgt ein Zufluss von q ""^"^/s. (Fig. 281), so besteht die Aus- 

flussmenge dQ = juFV^2ffzdt (Gl. 1), 
w^hrend der Zeit e^^, aus dem der Senkung 
des Wasserspiegels Fz um — dz ent- 
sprechenden WasserkOrper — Fzdz und 
dem Zuflusse qdt; sonach ist hier statt 
Gl. 2 zu setzen: 

juFV^W^zdt = —Fgdz + qdt; 

die Gescbwindigkeit des sinkenden Wasser- 
spiegels wird jetzt 

— dz fJiFVtgz — q 




19) 

20) 



V = 



dt 
dt = — 



F,dz 



somit 



und 



21) 







fiFf^lgz^q 

F.dz I FAz 



IxFYlgz — q \ /uF\ 2gz — q 

'h ^z 

Ffir ein prismatisches Gefass mit Fz = F^ (Pig. 282) wird 

TT i 

22) t 



Fn 



U 



FY2 




d 



Fig. 282. 






Behafs der Integration setze man 



^=^^Va, Yz^y, 




dann ist, wegen q = juFV^2ga, die GrSsse a diejenige Drnckh5he, 
bei welcher die sekundl. Ausflussmenge gerade gleicb dem Zuflasse q 
sein wurde, und dz==2ydy. Ferner schreibe man 

J y — V a J y — V a 

2{dy + 2Va{ ^^^- = 2y + 2Va Uy —Va) 
J J y — V a 



1 g. Ansflass aus einer Seitenoflhung. 
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23) 



t = 



■-2Vz + 2Va lifz—Va), daher 



f^Fr2g\ 






In diesem Falle ist wegen des sekundlichen Znflusses q eine v5llige 
EntleeruDg des GefSsses unmOglich ; denn fur z = a , d. h. fur 

juFV^2ffz= q wird zwar nach Gl. 19 die Geschwindigkeit des sin- 
kenden Wasserspiegels v = 0, zagleich wird aber auch iHr z = a in 
Gl. 23 der Nenner des letzten Giiedes =0, d. h. die Zeit ^ == oo . 



Fig. 283. 







1 

1 

1 


— _ ™ — - - — 


■—  -' — — 




K— ft-*{ 



g) Ausfluss ans einer SeitenSffiiung bei verSnderlicher DrnckhShe. 

Vorstehende, fur den Ausfluss aus Boden5ffnungen entwickelte 
Gleichungen fur theilweise Entleerung 
gelten annahernd auch fur den Ausfluss 
aus niedrigen Seiten5ffnungen, solange 
der Wasserspiegel oberhalb der Offnung 
verbleibt, 

Wir betrachten nun einen rechteckigen 
Kasten (Fig. 283) von der Grundflslche 
Fq der sich, ohne Zufluss zu erhalten, 
durch einen rechteckigen Ausschnitt einer 
Seitenwand entleeren m5ge. Zu Anfang 
(t = 0) stehe das Wasser um h, nach der 
Zeit t um z fiber der Unterkante des Aus- 
schnittes. 

Dann ist w^hrend des n^chsten Zeit- 
theilchens dt die Abflussmenge nach Gl. 9, S. 254: dQ = 

yz jubz V2 gzdt; andererseits ist : dQ= — F^dz, soinit 



^o 



1) 



dt== — 



3 F, 



dz 



2jubV2g zY z 



und 



2) 



^_3 



J^i 



2 tih\ 'Igyi 



dz ^ 32^0 /_! 1_\ 



J == verlangt < = oo . Hiernach ist also eine Entleerang bis znr 
Unterkante des Einschnittes in endlicher Zeit nicht mOglich, der 
Wasserspiegel n^ert sich nur asymptotisch der Unterkante. 
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Beim Ausflusse durch eine Boden5ffnung des Kastens ergab sich 
fur v5llige Entleerung (Gl. 6, S. 260) ein endlicher Zeitwerth. Der 
Grand der Verschiedenheit beider Faile ist folgender: Bei einer 
Bodenoffnung ist g^en das Ende des Aasflusses die DruckhOhe 
unendlich klein, die Oifnung endlich, die sekundl. Ausflussmenge 
unendlich klein: daher kann die unendlich kleine noch vorhandene 
Wassermenge in endlicher Zeit ausfliessen. — Bei einer Seiten9fiFnung 
wird aber mit der DruckhOhe auch der Querschnitt des ausfliessenden 
Strahles unendlich klein, die sekundliche Ausflussmenge daher un- 
endlich klein zweiter Ordnung, so dass zum Ausfliessen der un- 
endlich kleinen letzten Wassermenge eine unendlich grosse Zeit 
nSthig ist. tJbrigens wird schon wahrend einer endlichen Zeit die 
uber der Unterkante def Offnuung noch vorhandene Wasserschicht 
so dunn, dass sie thatsachlich nicht mehr fliesst 

Beispiel : Es sei die Grundflache des Gefasses jPq = 3 qm , die Breite des 
Einschnittes 6 = 0,i m ^ die urspriingliche Wasserhohe /i = 1 ™ , ;t£ = 0,6 , 
Dann wird 

t = ^^- fJ- - lU33,9( -i- - 1 

Fiir z = 0,25 m igt t = ;-i3,9 s ; 

fiir ^ = 0,01 m ist * = 9 • 33,9 = 30.%i ^- ; 

fiir z = 0,0001 m ist f =^ 99 • 33,o = 3356 •• . 



F, 



X, 



10 



X 



B— 
G 



h) AiisgleichuDg des Wassers in Schleasenkammern. 

Sind 2 Schleusenkammem (Fig. 284) mit den Grundflachen F^ 
und F2 durch eine beiderseits unter Wasser liegende 
Schutzen9ffnung F ver- 
bunden, so wird, wenn die ^^^- '^^^* 

Wasserstande AB und CD 
der Eammern zu Anfang einen 
H5henunterschied h batten, 
nach einer gewissen Zeit in 
beiden Eammern sich ein 
Ausgleichswasserspiegel M N 
bilden, der von den ursprting- 
lichen Wasserspiegeln um Wq 

bezw. t/o absteht. Nach t Sekunden seien die beiden Wasserspidgel 
FG und JK um w bezw. y vom Ausgleich entfernt; dann ist im 



A 
E 



J 

€ 
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Zeitpunkte t die wirksame Dvuckh5he .r + y » daher die Durchfluss- 
geschwindigkeit in der Schutzen5ffnnng 

und die Durchflussmenge w9,hrend der Zeit dt 

dQ = juFdtV2g(a^'+~y). 
Nun ist offenbar wegen F^ x = F^y nnd F^ oo^ = F^ya, 

1) ^ -j. y = 3, ^_^ -U ij ; ^ = 070 + .VO = 3/0 (-^ + l] ; 

ferner, weil in der Zeit dt die Tiefe sich um — dy andert, 

dQ-=!ULFdt^ 2gy\^- + l) = — Fody; mithin 



2) dt = 



1 
-Fody 



Fo 



Fur t = ist 3/ = 3/0? ^^^ t = ti ist i/ = 0, wenn ti die Zeit 
bis znr Ausgleichung bedeutet, also 



/.rK2(,"|/|? + iJ^ ' ,.J-'V^2,]/|? + i 



Oder wegen Gl. 1 mit 3/0 = ^^* (-^ + 1 



4) <i = 



1 



^i^l^-i.;'^"  -^ 



i^T + ^i 

und, mit V^^ in Zahler und Nenner multiplicirt: 
5) t,= 2F'A 



^Fr2ffh(^ + i 



\F, 

Multiplicirt man in ZIbler und Nenner mit f\ : F., , so kann 

man anch schreiben: 

2Fih 



6) ty = 



Fy 



,cFV'2ffh[l + ^^ 
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Die ganze QberstrSmende Wassermenge betr^gt 






Fy 

und da die seknndl. Darchflnssmenge za Anfang 



r: 



war, so folgt aus Gl. 5 (wie in Gl. 7, S. 260): 

V 



7) 



t, 



2 



Far 2 gleich grosse Schleusenkammern wird mit Fi=F2 

1 



die uberstrOmende Wassermenge V= -;t- F^^h, und nach GL 5: 



8) 



t. 



jU'FVYph ' 



Fullt sich eine Schleosenkammer ans einem ausgedehnten Ober- 
wasser fur welches jFj = oo 



Fig. 285. 



-^-GO 



Fs 



1 



F 



zu setzen ist (Fig. 235), so 
wird V== F^h und nach GL5: 

9) ., = -^^. 

also doppelt so gross, wie fur 
F, = .F2 (Gl. 8). 

Ahnliches gilt ' bei der 
Entleerung einer Schleusen- — 
kammer in ein ansgedehntes 
Unterwasser, weil dann nur Fi mit F2 zu vertauschen ist. 

Beispiel: Es sei (Pig. 284) F^ = 1^2 = 400 q™, F=0,8<im, fc=2m, 
;/ = 0,6 . — Dann ist fiir die Ausgleichung der Wasserspiegel yQ = ^/2h = l^^ 
also F= 400 cbm, Q^ = 0,6 • 0,5 • 4,43 l/"T= 1,88 cbm, und nach GL 7 und 8 : 

tj = 426 8- = 7,1 min. . 

1st (nach Fig. 285) nur eine Schleusenkammer von derselben 
Gr5sse wie in dem berechneten Beispiel vorhanden, so erfordert 
eine FuUung aus dem Oberwasser nach Gl. 9 die doppelt e Zeit 
2ti==^ 14,2 ^^^9 ebenso auch die Entleerung der Kammer nach dem 
Unterwasser. 
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Die Berechnung dieser Zeiten ist von Bedeutung fflr die Be- 
urtheilung der Leistungsfahigkeit einer Schleuse. 

i) Hydraulischer Druck. 

Ist das in Fig. 286 dargestellte Qe^ss nnten geschlossen, oben 
dem Dracke po, etwa dem AtsmosphS.rendrack ausgesetzt, so betr9,gt 
in einem Querschnitte M N, der um y 
unter dem Wasserspiegel liegt, der hy- 
drostatische Druck nach S. 178 

Pi =po + y^/y 

wenn y das Gewicht der K5rpereinheit 
(eines Kubikmeters) Wasser ist. Pindet 
aber eine Ausflussbewegnng statt, so tritt 
eine bedeutende Anderung in den Drack- 
verhaltnissen ein. Der im Bewegungs- 
zustande herrschende Druck wird der 
hydrodynamische oder hydraulische 
Druck genannt, und m5ge mit p be- 
zeichnet werden. Wir berechnen den- 
selben unter der Annahme, dass der Be- 
harrungszustand eingetreten sei, dass also 
fur die Geschwindigkeiten und die Druck- 

hOhe Gl. I, S. 242 gelte, aber mit Berucksichtigung der Widerstande. 
Fur das ganze Gei^ss besteht daher die Beziehung 

1) , + Pon£ = |!_|o!_^,^. 

y ^9 ^9 

darin soli z^ die gesammte Widerstandsli5lie oder den gesammten 
Druckhohenverlust zwischen Wasserspiegel und Mundung bedeuten. 
Sind (wre in Fig. 286) keine pl5tzlichen Querschnittsanderungen 
vorhanden, so ist zy, = z^ (Gl. 3, S. 265), anderenfalls wSxen noch 
entsprechende Zy^ (GL 2, S. 257) hinzuzufugen. 

Betrachtet man aber nur die Wassermenge zwischen AB und 
JfiV, so ist wy die Ausflussgeschwindigkeit, p der Gegendruck; 
nennt man dann Zy die auf die H5he y kommende Widerstandsli5he, 
so wird, entsprechend der Gl. 1: 

2) y + £o:zP=^'_^+,. Oder 




Y 



^9 ^9 
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Mit p als hydraulischem Druck ist p:;^ die hydraulische 
Druckh5he bei M'N^ wahrend ( — + 3/ j die hydrostatische Druck- 

h5he daselbst darstellt; man hat daher den Satz: 

Beim Hlndurcbfliessen des Wassers durch ein GeiUss ist unter 
der Voraussetzung, dass der Beharrungszustand besteht und das 
Gefiss uberall von Wasser erfullt ist, in irgend einera Querschnitte, 
die hydraulische DruckhShe gleich der hydrostatischen, 
vermindert um die Differenz der Geschwindigkeits- 
h5hen an der betreffenden Stelle und im Wasserspiegel, 
sowie ausserdem vermindert um die zwischen beiden 
Stellen sich ergebende WiderstandshShe. 

Vemachlassigt man die WiderstandshOhe z^, so kann man 
wegen F^\l\^ = F^.%v\ = olFw auch schreiben 

Ist an der Stelle MN{¥ig. 286) der Querschnitt F^ <z Fq, so ist die 
DiflFerenz der GeschwindigkeitshShen positiv, mithin die hydraulische 
Druckh5he kleiner als die hydrostatische, u. zw. um so mehr, je 
kleiner der Querschnitt JF\ ist. An den Stellen aber wo Fi > Fq 
ist, wird dementsprechend die hydraulische Druckh5he grosser als 
die hydrostatische. 

Dadurch also, dass man die vorher geschlossene Offnung frei 
macht, vermindert man den Druck auf die GefHsswdnde in alien 
den Querschnitten des Gefisses, die kleiner sind als der Wasser- 
spiegel-Querschnitt; wahrend man ihn in alien Querschnitten ver- 
starkt, die grosser sind als der Wasserspiegel-Querschnitt. Nur in 
solchen Querschnitten, die mit dem Wasserspiegel-Querschnitte 
gleiche Gr5sse haben, entsteht durch Eintritt der Bewegung keine 
Anderung des Druckes. 

Sind die Quei*schnitte F und Fj klein gegen Fq und \si p = pQj 
so kann man wq- gegen -wi^ vernachlassigen, so dass 
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wird; wenn ferner an der Mundung keine nennenswerthe Ein- 
schnurung vorkommt, also a = 1 gesetzt werden kann, erh9.lt man 
nach 61. 3, bel Vernachl^sigung von Zy^ 

6) " ''"■ -^' 



r y 



h 



F{' 



Eine Verkleinerung des Querschnittes JFi kann eine bemerkenswerthe 
Verminderung des hydraulischen Druckes hervorbringen. Es kann 
sogar p</?oi d. h. der innere Druck kleiner als der aussere Lufk- 
drnck werden, wenn 

6) 3/<^ir, Oder -^< |/ 



y 



ist 



Durch eine bei F^ in der Wand angebrachte Offnung wurde in 
diesem Falle nicht etwa Wasser heraus- 
fliessen, sondern dnrcb den uberwiegen- 
den Druck der ausseren Atmosphare, 
Luft ins Innere des Gef^sses binein- 
gedruckt oder, wie man dann zu sagen 
pflegt, von dem strSmenden Wasser an- 
gesogen werden. Der tFberscbuss des 
ausseren Druckes gegen den inneren, kann 
durch einen etwa mit Wasser gefuUten 
Minderdruckmesser (s. Pig. 241, 
S. 228) kenntlich gemacht werden. 

Wenn der aussere tjberdruck die 
Wassersaule oc (Fig. 287) im Gleichge- 

wichte halt, so ist - = -2^ — or, 

Y Y 

also nach Gl. 5: 

7) 




r =• ?/ 



h 






oder a: + y = h 






T') 



Ist aber x + i/<h 



F^ 



.T ')  



i-V- 



so wird der aussere Atmospharendruck 



das Wasser in dem seitlichen Messrohr aufwarts und in das Gefass 
-drucken, oder der innere Minderdruck das Wasser aus dem kleinen 
Nebengefass ansaugen und mit fortftihren. Dieses Ansaugen findet 
statt, wenn 

^ < V— - 



8) 



ist 
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Auf diesem Verhalten beruht die Wirkungsweise des Saughebers 
Oder der Saugstrahlpumpe (Pig. 288). Das zum Betriebe dienende 
Wasser fliesst aus dem 



Fig. 288. 



— \ / 




Gerinne A abwarts durch 
eine E5hre, welche sich 
zu einer engen Duse F^ 
zosammenzieht. Diesewird 
von einem Gehause um- 
schlossen, an welches sich 
nach unten das Saugrohr, 
nach links das Ansguss- 
rohr anschliesst. Denkt 
man sich zunachst bei F^ 
eine Wand, welche von 
dem Bande der Dase 
nach der Wand des Aus- 
gussrohres reicht, also das Saugrohr von letzterem trennt (in 
der Pigur punktirt), so hat man ein von A bis B reichendes 
Durchflussgefass, in welchem F^ eine enge Stelle bildet, so dass dort 
ein innerer Minderdruck entsteht Denkt man sich nun das Saug- 
rohr voll Wasser, so wird, wenn die Bedingung der Gl. 8 erfuUt 
4st, das Wasser des Sangrohres gegen die gedachte Abschlnsswand 
drucken, also, wenn letztere nun fortgedacht wird, von dem Wasser- 
strahle der Duse angesogen und nach B mitgenommen werden. 

Diese Saugheber, bei denen nicht selten das Wasser einer 
Wasserleitung als Kraftquelle dient, haben den Vortheil, keine 
beweglichen Maschinentheile zu enthalten und deshalb keiner be- 
sonderen Wartung zu bedurfen. 

Nacli Gl. 5, kann man durch fortgesetzte Verkleinerung des 
Querschnittes Fi die hydraulische DruckhOhe selbst bis auf Null 
vermindem; dies tritt ein, d. h. es wird ^17 = 0, wenn 



9) 



F, 




Macht man jedoch Fy noch kleiner als es der Gl. 9 entspricht, 
so wdrde rechnungsm^ssig der hydraulische Drnck negativ werden. 
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Weil aber negative Drucke in vollkommen flussigen KSrpern un- 
mOglich sind, so h5rt fur 



10) 



F 



]/; 



h 



+ 



Po 



Fig. 289. 
Po 



die Gultigkeit der 61. 5 und damit auch die Gultigkeit der 
Hauptgleichung I (S. 242) f&r die Ausflussgeschwindigkeit, aus 
welcher die Gleichung fur den hydraulischen 
Drnck entstand, aaf. Innerhalb desjenigen 
Gef^stheiles, der der Bedingung nach Gl. 10 
entspricht, pressen sich die Wassertheilchen 
nicht gegen die Wandung, fallen daher das 
Gef9,ss nicht vollkommen aus, sondern fallen 
in dem drucklosen Baume frei herunter. 
An derjenigen Stelle des GefSsses, wo der 
Druck p wieder positiv zu werden beginnt, 
bildet sich ein neuer Wasserspiegel QM 
(Pig. 289). Man sagt in solchem Falle ^die 
WassersS^ule reisst ab^. Denkt man sich 
das Gef3,ss aus einem biegsamen Stoffe, etwa 
Blei, so kann man durch Zusammendrficken 
leicht einen so kleinen Querschnitt JP\ her- 
vorbringen, dass diese Trennung stattfindet Dadurch wird aber 
zugleich die Ausflussmenge vermindert; denn an dem engen Quer- 
schnitt Fi ergiebt sich jetzt, well daselbst der Gegendruck Null 
herrscht, eine Geschwindigkeit 




.,=f2,{y + f), 



und sonach an der unteren Offnung die Geschwindigkeit 



w 



=».#=fy^.+f)^ 



diese ist aber <cV^2gh, wenn die Bedingung der Gl. 10 erfailt 1st. 

Die Hauptgleichung I (S. 242) fur die ideelle Ausfluss- 
geschwindigkeit gilt demnach nur, wenn der nach Gl. 3 be- 
rechnete Druck p an alien Stellen des GefSsses sich positiv ergiebt. 
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Beiflf iel : Schliesst sich an ein weites Gefass von 1 m Wassertiefe sclmrf- 
kantig ein lothrecbtes Bohr von 12>» Lange (Fig. 290), so gilt in einer Tiefe 
y >► i m fur den hydranlischen Druck p (Gl. 5), wegen F^ = JP, 



— = \-y 

r r 



h; 



also ist p = fur y=^h 
d. h. in diesem Falle, mit h=lZ^ und 



ho = lOm^ 



Po 

r 
r 

far y = 3 m . Die Bdhre wird daher nur in ihrer 

unteren Lange ^ — 2/==^q = 10™ mit Wasser aus- 
gefnllt; oben, wo das Bohr sich dem Gefass anschliesst, 
reisst die WassersSule ab. Beim Eintritt in das Bohr 
wird die Geschwindigkeit 

die sekundl. Wassermenge, wegen der Einschntlrung am 
seharfen Bande, 

C = 0,64. 14,1. l^^=9,osl^^ 

daher ist am unteren Ende die wirkliche Ausfluss- 
geschwindigkeit 

Q 

W = ^ = 9,02m/g. 



Fig. 290. 
Po 
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k) fiesaflimtdrack ansstrSmenden Wassers anf die GeffisswSnde. 

Befindet sich das Wasser in einem Gef&ss in Buhe (Fig. 291), 
so beben sich die Druckkr&fte yFh anf zwei einander gegenflbdr 
liegende parallele Wandflllcbenstficke 
aitf. — Entfernt man aber das rechts- 
seitige FlSlchenstQck J^, so wird nun 
die nach links gerichtete Kraft yFh 
nicht mehr aufgehoben; das Ge&s 
erf&brt jetzt einen uberschussigen 
Seitendruck nach links, w&hrend rechts 
das Wasser auszustrOmen beginnt. Mit der Ausbildang des Be- 
harrangszustandes der Ansflussbewegung vergrOssert sich, wie ge- 
zeigt werden soil, der einseitige Druck fast auf das 
Doppelte der hydrostatischen Druckkraft 

Zur Entwickelung benutzen wir ein Gefass (Fig. 292) mit einer 
ziemlich bestimmt erkennbaren einfach gekrummten Mittellinie; 
diese sei oben lothrecht, bilde aber an der Mundung mit der 
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Lothrechten einen Winkel d. Man trenne aas der Wassei^moQge 

des GefSsses einen Stromfaden heraus, der an der Offnung F cbN) 

Querschnitt d F hat und alle — 

diejenigen Wassertheilchen Pig. 292. 

enthS.It, welche demnS^chst in 

Folge gegenseitiger VerdrSn- 

gung durch den Offnungstheil 

dF ausfliessen werden. Die- 

jenige Wassermasse, welche 

durch dF wahrend der Zeit 

dt ausstr5mt, welche daher 

gleichzeitig auch durch jeden 

anderen Querschnitt des 

Wasserfadens fliessen muss, 

sei das Massentheilchen 




1) 



ra =s^>a'dF'W'dt. 
9 



Hierin ist w die mittlere Oeschwindigkeit des Ansflussstrahles. 
Ein solches Massentheilchen des Stromfadens mit den Eoordinaten 
^ und y habe die Oeschwindigkeit u, die mit der Lothrechten deti 
Winkel d bilde. Die Seitengeschwindigkeiten des Massentheilchens* 
«ind dann 

-r- = wsini? und -d^ = wcosd, 
dt dt 

die entsprechenden Beschleunigungen 

d^x __d{u^m'9) ^y _d( u COS •&) 

Ji^^ di de2" dt ' 

und die entsprechenden Erg^nzungskrafte 

m • rf(w sin d) , m'd{u cos d) 

di ^" di 

mit dem Sinne nach links, bezw. nach oben. 

Ffir die ganze Masse des Stromfadens ergeben sich dann die 
Erginzungskrafte 

2) dJL = — \d{u%md) bezw. dT='j^\d(u COS'S), 

^ W(i,0 ^ u%,0 

Diese Erg^nzungskr^fte bezeichnen wir noch als Differentiate, weU 

18* 
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die Masse des Stromfadens unendlicb klein ist ; m ist konstant, 
well es diejenige Masse bezeichnet, die in einem Zeittheilchen df 
dnrch jeden Querschnitt des Stromfadens geht; dt ist fur obige 
Intregrale anch konstant, weil die Integration sich uber die L^ge 
des Stromfadens erstreckt, von der Zeit aber uDabh9,ngig ist. mtdt 
bedeutet nun die Masse, welche in jeder Sekunde durch jeden 
Querschnitt des Stromfadens fliesst; nach 61. 1 ist 

dt g 

Fur die Integrale in Gl. 2 gelten die unteren Grenzwerthe: u^=^w^ 
und d = im Wasserspiegel, die oberen: u = w und d = d an 
der Mundung. Bei Herstellung der unbestimmten Integrale 
heben sich Integral- und Differentialzeichen auf; daher wird 

d jr= — 'a'dF'wiw^ind — 0) 
9 

y 

dT= — -a'dF-w(wcosd — wq), 
9 

Nehmen wir w^ als sehr klein an, was fur die moisten FS.Ile zu- 

trifft, so werden die Erg^nzungskrilfte fur die ganze Wassermenge 

im Gef&ss erhalten, indem man dF mit F vertauscht, nslmlich 

y 

jr= — • a • l^- te;2 . sin 6, 

Y= — -oi'F' w^' cos d. 
9 

Die Lage dieser beiden Kr9,fte h^ngt yon der Form des Gef&sses 
ab und hat gewOhnlich kein besonderes Interesse. An irgend einem 
Punkt angreifend gedacht, lassen sie sich zu einer Mittelkraft 

4) B=y^^ + Y^ ^j'Oi'F'W^ 

zusammensetzen, die mit der Lothrechten einen Winkel e bildet, mit 

Die gesammte £rg9,nzungskraft li hat hiernach mit w gleiche 
Bichtung, aber entgegengesetzten Sinn. Mit ihr mtissen die ^usseren 
Erd.fte, die auf die Wassermasse im GefSsse wirken, im Gleich- 
gewichte sein; es sind dies die Schwere M^p und der Druck der 
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OefUsswande gegen das Wasser. Nennt man H den wagerechten nach 
rechts gerichteten, V den lothrechten aufw^rts gerichteten Druck 
der Gefasswande gegen das Wasser, so ist 



5) 



9 

y 

F= Mg — Y=' Mg — -al^ty-cosd. 



Nach dem Satze der Wechselwirkung (1. Theil, 2. Aufl., S, 34) 
iibt das Wasser auf die GefSsswande die Krafte H und V nach 
links bezw. abwarts aus. Bei geschlossener Mundung {w = 0) war 
H=Oy V=Mg; mithin kann man die Sache so ansehen, wie 
wenn als Polge der Ausflussbewegung im Beharrungszustande zwei 
Druckkrafte JT und Y entstehen, die von dem str5menden Wasser 
auf das Gef^s ausgeubt werden und zu den im Buhezustande 
wirkenden Druckkraften hinzukommen. JT hat entgegengesetzten 
Sinn mit t<;sind, Y bildet eine Verminderung des Bodendruckes. 
Die Gesammtkraft iJ, entgegengesetzten Sinnes mit w, heisst die 
Eeaktion des ausfliessenden Wassers. 

Man kann Gl. 4, wenn man Q = a Fw als sekundl. Ausfluss- 
menge einfuhrt, auch schreiben 



Pi?. 293. 



6) 



B = —Qw. 
9 



Ferner ist auch 
7) R = 2yaF. 



9 
W 



2a' 



und wenn man w^==(p''2gh einsetzt, 

B = 2-y'a'F'q>^'h 
= 2'(p^fiy*F'h, 



8) 




Pindet (wie in Pig. 292) an der Mundung keine EinschnGrung 
statt, so ist ^ = 9? , und weil 93'^ nicht viel von der Binheit ab- 
weicht, erreicht R fast das Doppelte der hydrostatischen 
Druckkraft yFh gegen die M&ndung, wie S. 274 gesagt wurde. 

Hat w wagerechte Kichtung (Fig. 293), so wird, mit 6 = 90^, 
Ji = 2q>'ju-y'F-h ebenfalls wagerecht. 

Eine gleichfSrmige Verschiebung des Gefasses andert an den 

Kraften nichts. Es wird w = (p \^2gh die scheinbare (relative) 
Ausflussgeschwindigkeit des Wassfers in Bezug auf das Gefiass; 
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macht man daher das OefJlss leicbt beweglicb, so wird der Seiten- 
druck R des ausfliessenden Wassers einen ebenso grossen Wider- 
stand Qberwinden k5nnen. 

Beisplel : Auf einem Eisenbahnwagen sei ein Wasserbehalter angebracht, 
der imteii eine Seitendffiiimg mit gut abgerundetem Mondstficke von 0,i«m 
Durchmesser entbalt. Der Wasserspiegel liege am h = 2^ fiber der Offimng. 
Das ansfliessende Wasser erzeugt gegen das Gefass und somit gegen deo 

Wagen, nach Gl. 8, eine wagerechte Dnickkraft «=2- 1000*0,i2^ j- 0,96^- 2: 

= rd. 42 kg. Ist fQr die Bewegang des Eisenbahnwagens die Widerstandsziffer 
= ^/a(» (s. 1. Tbeil, 2. Anfl., S. 259), so darf der Wagen ein Gesammtgewicht 
= 400 •42= 16800 k? baben, wenn er dnrcb den Wasseransflnss in langsamer 
Bewegnng erhalten werden soil. 

Vorstebendes Beispiel entspricbt keinem wirUichen Gebrancbe. 
Thatsftcbliche 



Fig. 294. 




Anwendung aber 
findet der Wasser- 
strabl zum Be- 
triebe von Schiffen, 

sog. Strabl- 

schiffen oder 

Beaktionsschiffen 

(vgl. Ztschr. des 

Ver. Deutscher In- 

genieure 1876 
S. 66). — Eine 
durcb eine Dampf- 

maschine getriebene Kreiselpumpe K (Fig. '^94) saugt durcb eine 
Offnung im Scbiffsboden Wasser an und presst dieses in B5bren, 
aos denen es in wagerecbter Bicbtung zur Ausstr5mung gelangt. 
Der beim Ausfliessen auf die B5bren und somit auf das ScbiiT 
ausgelibte BQckdruck dient zum Forttreiben des Scbiffes. Beim 
Vorw3.rtsfabren (nacb recbts) str5mt das Wasser nacb ruckw&rts 
aus den Offnungen A und B. Durcb Umstellung von Elappen V 
kann man den Ausfluss aucb bei C und D bewirken, um das 
Scbiff zeitweise rilckwSlrts zu treiben. Ausfluss bei A und 2> 
bewirkt Becbtsdrebung, bei B und C Linksdrebung des Scbiffes 
obne Zubtilfenabme des Steuers. Die hieraus ersicbtlicbe gnte 
Steuerf&higkeit des Strahlscbiffes bat zur Folge gehabt, dass 



\ 
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diese Schiffsanordnang, welche sich f&r den gew5bnlichen Scbiffs- 
verkehr nicht yortheilbaft erwies, in neuerer Zeit fQr Bettungsboote 
Anwendung gefonden bat (s. G^nie civil, 11. September 1892, 
S. 332 und 27. April 1896, S. 407; Engineering 11. Oktober 1895, 
S. 411). Ausflnssrobre E und F (pnnktirt) geben die M5glicbkeit, 
aucb in der Qnerricbtung TriebkrSlfte wirksam zu macben, was in 
der N9lie eines bulfabedQrftigen Scbiffes von Wichtigkeit sein kann. 



Pig. 295. 



1) Drnck eines Wasserstrahles gegen eine denselben 

anffangende FlSche. 

Trifft ein Wasserstrahl mit der Gescbwindigkeit w in der 
N9,be der MtLndong auf eine feste Fl9.cbe (Fig. 295), so erf&brt der 
Strabl eine Anderung seiner Form, 
indem die einzelnen 8tromf%den ab- 
gelenkt werden; da nan zu jeder 
GrOssen- oder Bicbtungs&nderung 
^ der Gescbwindigkeit eine Kraft er- 
forderlicb ist, so moss die feste 
Fl&cbe auf den Wasserstrabl Er9,fte 
ausQben. 

Die FlS^cbe sei zun9,cbst reebt- 
winklig zu w^ dann wird der Strabl 
sicb nacb alien Seiten auf der FlSlcbe 
ausbreiten und wird nabezu einen UmdrebungskOrper bilden, dessen 
Acbse in der Mittellinie des Strables liegt Die Abweicbung, welcbe 
dnrcb die Einwirkung der Schwere berbei- 
gefUbrt wird, kann unter der Voraussetzung, 
dass der Abstand zwiscben der festen Fl&cbe 
und der Mundung klein ist, vernacbldssigt 
werden; dann darf man annebmen, dass die 
Wassertbeileben ibre Gescbwindigkeit nur 
der Bicbtung nacb 9.ndern. Dort, wo die 
Acbse des Strables die Fl&cbe trifft, ent- 
steben Wirbelbewegungen, die keine besondere Beacbtung erfordern. 

Ein LS^ngentbeilcben eines Stromfadens (Fig. 296) babe wieder, 
wie auf S. 275, die Masse 




Fig. 296. 




m = — a^dF'wdt 
9 
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und die Koordinaten x ond y^ daou wird 

dx ^ dy . Q 

-z- = wcosv, -rr- = wsmv; 
at at 

dPx __ d{wcos'd) d-y __ d{w^\Xi^) 
~d^~ Tt ' 7^"~ di ' 

iDit den Erganznngskr^ften 

d (w cos d) . d(w sin d) 

— ?n 1^ und — in ^ , -. 

at at 

Letztere wird durch den Beitrag eines anderen Stromfadens, 
der zum betrachteten symmetrisch ist, aufgehoben; die ErgSlnzangs- 
kraft in der o^-Bichtung wird fur den ganzen Stromfaden, wenn 
derselbe eine gesammte Ablenkung d erfahrt, 

dX= — —\d{w(iO^'d) = — — w'(cosd — 1) = ^w(l — cosd). 
aZfj^ at ci t 

Darin ist — wieder die Wassermasse, welche sekundlich durch den 
at 

Querschnittstheil dF strSmt. Ist nun Q die sekundliche Wasser- 

menge der ganzen Mundung in ^^^, die sekundliche Masse also 

TQ'ff* so ^^^ ^i® ErgS,nzungskraft fur den ganzen Strahl 

9 
mit dem Sinne nach rechts; ebenso gross, aber dem Strahl ent- 
gegen gerichtet, ist die 9.ussere Kraft, die die FlS^che auf den Strahl 
behufs der Ablenkung ausiibt. 

Die Krafk Z> (Pig. 295), mit welcher der Strahl auf die Flache wirkt, 
stimmt nach dem Satze der Wechselwirkung mit X uberein, ist also 

1) l> = ^-Q-2^/(l — cosd). 

9 

Ist die FHche eben und gross genug, dass der Strahl sich 
v5llig auf ihr auszubreiten vermag, so kann man 6 = 90^ an- 
nehmen, und es wird^ dann 

2) D=^^Qw, 
J fir ^ ' 

d. h. ebenso gross wie (nach Gl. 6, S. 277) der Ruckdruck des aus- 
fliessenden Wassers auf das Gef^s. — Befestigt man daher die Platte 
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Fig. 297. 



an dem Gef^se, so geben der Backdruck auf das Gefass und der 
Druck des Strahles gegen die Platte die Summe Null, so dass das 
Ganze, in wagerechtem Sinne leicht beweglich gemacht, nicht in 
Bewegung gerathen wird. 

Der Druck D des im Beharrungszustande befindlichen Strahles 
gegen die Platte (S. 295) ist also fast doppelt so gross wie der 
Druck auf die Platte sein wurde, wenn sie die Mtindung verschl5sse. 

Wird der Strahl nach Fig. 297 
gegen die Spitze eines Kegels gefuhrt, 
so ist in Gl. 1 fiir 6 etwa der Neigungs- 
winkel der Kegelseiten gegen die Achse 
zu setzen. 

Ist jedoch dem Strahl die hohle 
Seite einer UmdrehungsMche entgegen 
gestellt (Fig. 298), so hat man in Gl. 1 
cos 6 mit cos {n — d) = — cos d zu ver- 
tauschen, weil die Strom f3,den im Ganzen 
um (JT — d) abgelenkt werden, und es ist 




Fig. 298. 



3) 



D-= — Qw{i + cos6). 
9 




Fig. 299. 



Weicht aber die Flache mit der Geschwindigkeit c im Sinne 
des Strahles aus, so ist in den vorstehenden Gleichungen an Stelle 
von w selbstverstandlich die scheinbare (relative) Geschwindig- 
keit {w — c) des Strahles in Bezug auf die 
Flache einzufuhren; es wird in diesem Falle, 
mit Q = a • F{w — c), aus Gl. 1 

4) D=^^aiF{w — cfa — (^o%6), 
9 

und, fQr 6 = 90^ aus Gl. 2 

r 



5) 



D^-^'OiFiw — cyK 
9 




Ist die den Strahl auffangende, mit der Geschwindigkeit c{lw) 
ausweichende Ebene (Fig. 299) gegen die Bichtungen von w und c um 
den Winkel e geneigt, so zerlegt man die scheinbare Geschwindigkeit 
{w — c) in die Seitengeschwindigkeiten {w — c) cos s parallel der 
Ebene und {w — c) sin e rechtwinklig dazu. Erstere hat, abgesehen 
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von der Reibang, die wir vernachlassigen, keine Einwirkung auf 
die Ebene, nnd letztere bewirkt, da voUkommene FlQssigkeiten nnr 
rechtwinklige DrackkrSLfte aasnben, einen Normaldrnck 



6) 



9 



m) L. Enlers Grandgleichnngeii f&r die Bewegung tropfbar- 

flBssiger ESrper ohne Reibung. 

Ein Punkt P (Fig. 300) des flussigen K5rpers, dessen Koordinaten 
x^ y^ z sind, bewege sich w^hrend des Zeittheilchens dt nach P^; 
projizirt man dann PP^=^d8 in der Richtung der drei Achsen, 
so erMlt man die drei Projektionen 
dx, dy nnd dz. Das Parallelepiped 
dieser drei Seiten enthalte das Massen- 
theilchen 



Fig. 300. 



m = —dx'dy-dz. 
9 ^ 

Die Geschwindigkeit desselben sei 

ds 1 i . 
w^-r-, zerlegt m 
dt 



^ 



K 






dx 



w» = 



_dy 



dz 



Wg = 



dt' ^ dt' ^' dt 

Der bei der Bewegung herrschende (also hydraulische) Druck 
im Punkt P werde p genannt Dieser Druck p ist an einer Stelle P 
nach alien Richtungen derselbe (vergl. S. 166), wechselt aber in 
dem flQssigen E5rper von Ort zu Ort und ist auch im.Allgemeinen 
mit der Zeit ver3.nderlich. Auf das Massentheilchen m wirke eine 
Massenkraft m • R mit den Seitenkraften m • JT, m- Y und m • Z. 

In der Richtung der o^-Achse wirkt auf das Massentheilchen m 
auf der linken Seite des Paralleleppipeds, mit dem Sinne nach rechts, 
die Druckkraft pdydz^ auf der rechten Seite des Parallelepipeds 

dp 
wo der Druck auf die Flacheneinheit p + ^dx betragt, mit dem 

Sinne nach links, die Kraft ip + -:^dxj dy-dz.^ Endlich wirkt 
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]i;ach rechts die Massenkraft m • X. Daher wird die Beschleunigong 
in der <r-Bichtung: 

^ = ^._J^J^^I^ Oder, weil 
at ex m 

m = — *dx*dy'dz ist, 
9 

1) ^==A'-|^^. 

dt occ X 

Die Oeschwindigkeit w in dem Pankte P des flnssigen EOrpers 
ist nan im AUgemeinen eine Fnnktion von x^ y, z nnd ^ nnd 
weil bei der Bew^nng von P nach P^ sich alle diese vier GrOssen 
^ndern, so ist dw^ (in Gl. 1) ein totaliBS Differential, mithin 

dw;, = -:^—dx-\'-:z~dy + -^dz + ~dt. 

ox oy *^ dz ot 

Hiemach wird aus Gl. 1: 

ydx'' \~d^ li'^'dj 'di^'dV Ji'^'Hi' 

Oder mit 

doc dy dz 

ebenso ergiebt sich ftlr die beiden anderen Achsenrichtungen : 
^ 7- 9y I 9^7 ^ 3y ^z ^t ) 

In den Banm des Parallelepipeds PPi tritt wd.hrend der 
Zeit dt links dorch den Qnerschnitt dydz mit der Geschwindig- 
keit w^ die Baummenge dydz'tu^^dt ein, rechts aber wegen der 

Geschwindigkeit w^ + -j-^ dx die Menge dydz • \Wg + -^ — ^^) • d* 
ans. Der Oberschoss des Abflusses in der ^r-Bichtung ist also: 

dydZ'-K^'dX'dt. 

ax 
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Ebenso betrd.gt der Oberschass des Abflusses in der ^/-Bichtang: 

7 7 ^^V 7 7 

dx*dz' ^r— ^ 'dy ' at, 
dy ^ 

und in der -2:-Eichtung: 

^ dz 
Der Gesammt-tJberschuss betragt mithin: 



da!'dy-dz'dt'[-^ + ^-^ + 



dx ' ^t/ 



Unter der Annahme nun, dass sich innerhalb des flussigen 
E5rpers kein leerer Eaum befinde and dass die Flussigkeit nicht 
zosammendruckbar sei, moss der das Massentheilchen enthaltende 
Ranm unveranderlich, d. h. vorstehender Gesammt-^erschuss Null 
sein, Oder 

5) '^ + '^ + '^=.0. 

^ ax cy dz 

Diese Gleichung heisst die Eontinuitats-Gleichung. 

Man kann letztere Gleichung auch noch in anderer Weise ableiten: Der 
Bauminhalt des Massentheilchens m ist dx' dy • dz-, soil dieser mit der 
Zeit sich nicht andern, so muss 

Sidx ' dv ' dz) 

6) ^ ^^^ ^ = Oder 

m J J ^^^ . 7 7 ^dy , , , Sdz 

7) dy'dz^—- + dX'dz---^+dx-dy-—^— = 

vt Ot vt 

sein. Darin bedeutet Bdx die Zunahme der Lange dx wahrend der Zeit dt. 
Da nun die Geschwindigkeit in der a;-Bichtung im Punkte P mit den Eoordi- 

d w» 

naten a;, y, z die Grosse Wx^ im Punkte P, aber die Grosse Wx -\ — ^ — dx hat, 

dx 

^Wx 

so muss sich die Eante dx wahrend der Zeit dt \im. —^ — dx-dt vergrossem, 

mithin ist obiges 

ddx = -^-^ ' dX' dt\ ebenso 
ax 

ddy = —^'dy'dt und 

ddz= ^ ^ • dz ' dt. 

dz 

Hiemach wird aus Gl. 7: 
was ebenfalls zu Gl. 5 fiihrt. 
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Die Gl. 2 — 7 sind die allgemeinen Gleichungen f&r die Be- 
wegung reibungsloser tropfbar-flussigjer K5rper, welche 
Leonhard Euler (s. S. 238) gleichfalls im Jahre 1755 aafgestellt hat 

Es soil nun angenommen werden, dass der Beharrungs- 
zu stand eingetreten sei, d. h., dass an jeder Stelle des GefSsses 
Oder BaumeSf.in dem die Flussigkeit sich bewegt, die Geschwindig- 
keit w und der Druck p von der Zeit unabhangig, also nur Punk- 
tionen von Xy y and z seien. Ebenso soUen auch die Beschleuni- 
gnngen X, Y und Z nur Funktionen des Ortes sein. 

Mnltiplicirt man Gl. 1 mit w^dt^- doc^ so wird 

g 9to 
Wx'dwg.^ ^'dx ir—dx Oder 



Ebenso gilt: 



2 x^x 



ydy 



^^y — T.^.dy «nd 



^-^=^Zdz-^'^dz, 
2 yoz 

Weil nun ^ eine /(.37, y, z), so ist 

-;^dx^'^dy'\'-;fdz-=-dy, 

dx ^y ^z 

mithin ergiebt die Addition obiger drei Gleichungen, mit 

^j = Xdx + Ydy + Zdz — ^dp. 

Ist nun an einer Stelle mit den Eoordinaten xq, yo, zq die 
Geschwindigkeit wq und der Druck po vorhanden, so ergiebt die 
Integration 

In dem besonderen Falle des Ruhezustandes ist w = wo, aueh 
geht der bydraulische Druck p uber in den hydrostatischen^ 
Druck Pj und man hat in tJbereinstimmung mit GL 2, S. 236: 

txyz 

x + Ydy + Zde) —^(p — Po) • 



== \ {JTd. 
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Hiernach kann man 

*xyz 



I 



ff 



{Xdx + Ydy + Zdz) mit ^ (p — 'p^ 



Yertauschen, wenn f nnd />o die hydrostatischen Driicke an 
den Stellen x^ y^ z and x^^ 3/0, zq sind, die den gegebenen Massen- 
krflften im Bnhezustand entsprechen. Dnrch deren Einf&hrung ver- 
einfacht sich Gl. 8 zu 

2/7 2^ r r ' 

Bezieht sich die Geschwindigkeit wq auf einen freien Wasser- 
spiegel, so ist dort der hydraulische Drack po gleich dem hydro- 
statischen Dracke pq, mithin wird 

2^ 2^ r 

Q^ 1. — Z _ /"^ _ ^^ 

Wir haben hiermit das Gesetz der hydraulischen Druck- 
hOhe (s. S. 270) anf anderem Wege erhalten. 

Ist noch die Schwere die einzige wirkende Massenkraft and 
richtet man die positive i/-Acbse lothrecht abwd.rts, so ist 

P^' Po +yy also 



^-(?+^)-(s-i^)- 



r \r ""I \2y 2g 

Hat man also ein Gef^ss, aos dem das Wasser darch eine am 
h anter dem Wasserspiegel liegende Offnang mit der Geschwindig- 
keit w aosstrdmt and herrscht an der Mundang ein Gegendrack p » , 
so ist aach der hydraolische Drack p dort = pm, und man erh&lt 
far y = h: 

Oder die bekannte Gleichang (S. 269) 

W^ W _y . Pq — Pm 

2^^ 2^-^+ r • 

An die Stelle der EontinaitHtsgleichung (Gl. 5, S. 284) tritt hier 

^0 ^0 === ■^**' • 
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2. Bewegung des Wassers in Rohren. 

a) Leitanf^swiderstand in geraden cylindrischen fiShren. 

Beim Durcbfliessen einer ld.ngeren BOhre vom Querschnitt F 
zeigt sich ein besonderer Widerstand, ein besonderer Drackh5hen- 
verlost Oder eine WiderstandshOhe z (s. S. 255). Dieser von der 
Beibnng herruhrende Widerstand folgt wesentlich anderen Gesetzen 
als der Beibungswiderstand fester ECrper (LTheil, 2. Aufl., S. 191). 
Er ist nS^mlich unabh^ngig von dem Drucke des Wassers, nahezu 
verhd,ltnisgleich mit der 6er3hrnngsfld.cbe and mit dem Quadrate der 

Qeschwindigkeit w^ also auch mit der Geschwindigkeitsh5he -^r— . 

1st u der innere Umfang des B5hrenquerschnittes, so beruhren sich 
in einer B5hre von der L^nge I das Wasser and die Wandang in 
einer Fl&che u*l, Der Beibangswiderstand TF in der B5hre Itot 
sich daher schreiben 

1) Tr = «i*Z^ 



2^7- 

Um die entsprechende Widerstandshdhe z za finden, berechnen 

wir (nach S. 256/57) die wSihrend eines Zeittheilchens di verrichtete 

Widerstandsarbeit d%^ and setzen 

d% = mgzj 

wobei m wieder diejenige Wassermasse bedeatet, welche wd.hrend der 

Zeit c2 ^ j e d e n Qacrschnitt durchstrOmt Bei einer Geschwindigkeit w 

i%i w^dt der Gleitweg des Wassers in der B5hre w&hrend der Zeit dt , 

mithin d%^W"w-dt\ ferner ist mg^^X'F'wdt^ daher wird 

dSl ^w'^ wdt - 

z^ r=:K'U'l~ = 7-, Oder 

mg Ig X'F'ivdt 

^. n u I w^ 

r F 'i.g 

Bezeichnet man mit /3 die Widerstandsziffer far Wasser in 
BOhren beliebiger Qaerschnittsform andsetzt k = ;'^, so wird 

FQr cylindrische Bohren vom inneren Durchmesser d ist im Be- 
sonderen u^dn^ F= ^/id^Jt, mithin 

— = — und 5 = ^4-y-^r- 

F d d 2g 
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Oder, wenn man fur diesen besonders haufigen P^all 

4) 4/e = /l 

setzt, und X als Widerstandsziffer cylindrischer Wasser- 
leitangsrShren bezeichnet, 

d 2g 

Nach D up ait kann als erste Ann§,herung angenommen werden: 

6) i = 0,03 . 

Eiugehendere Versuche haben aber gezeigt, dass i nicht nur 
mit dem Grade der Banhigkeit der inneren BOhrenflache sich andert, 
sondern auch noch in gewisser Weise von der BOhrenweite d und 
der Geschwindigkeit w abhd.ngt, dass also die vorl^ufig angegebene 
Proportionalitat des Widerstandes W mit der Flache u • I und dem 
Quadrate der Geschwindigheit nicht genau zutrifift 

Nach ausgedehnten Versuchen des franzosischen Ingenieurs 
Darcy vom Jahre 1857 ist fur neue eiserne oder bleierne BChren 
nach Fortlassung entbehrlicher Ziffern: 

n.x '. /r. . 0,0005^ 

7) X = (^0,02 + -~- 

so dass i nur von d und nicht auch von w abhd,ngig wd,re. 

6. Hag en (Berlin) hat aus eigenen und Darcy's Versuchen 
eine Formel abgeleitet, die auf die Temperatur des Wassers Bfick- 
sicht nimmt. Es m5ge bier nur der abgerundete Werth far eine 
Temperatur von 10^ C. angegeben werden: 

8) ^ = 0,0236 + 5^.. 

div 

Innerhalb der gew5hnlich vorkommenden Grenzen fur d und w 
schwankt X nach Gl. 8 nur zwischen 0,024 und 0,027, so dass man 
(nach Grashof, Theoretische Maschinenlehre, 1. Bd, S. 483), wenn 
man wegen etwaiger TTnreinigkeit der B5hren den Mittelwerth noch 
mit etwa 1,2 multiplicirt, wieder zu >i = 0,03 (Gl. 6) gelangt 

Fur Holzr5hren, wie sie im Gebirge noch vorkommen, pflegt 
man etwa X = 0,035, fur B5hren, die durch feste Niederschlftge 
aus dem Wasser stark verunreinigt sind, >l = 0,04 zu setzen, 
ausserdem im letzteren Fall noch eine Querschnittsverminderung zu 
berucksichtigen. 
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Es sei noch erwahnt, dass der franz. Ing. Plamant (s. Annales 
des ponts et chauss^es 1892, Sept, S. 301) 



9) 



/t = 



m 



fd 



w 



entwickelt hat, worin fur glatte R5hren aus Blei, Glas, Schmied- 
eisen m = 0,0102 bis 0,012 2, fftr neue GusseisenrShren m = 0,0145, 
fflr gebrauchte GusseisenrOhren m = 0,0181 zu setzen ist. 

Sind 2 Gefasse (Fig. 301) durch eine E5hre von der Weite d, 
der Lange I und dem Querschnitt F mit einander verbunden, 
so ermittelt man die Geschwindigkeit w in der E5hre, indem man 
(wie auf S. 257) die wirksame DruckhOhe in die einzelnen Theile 

Fig. 301. 




zerlegt, wozu sie verwendet wird. Dabei verfolgt man die Wasser- 
bewegung vom Ober- bis zum TJnterwasser, um keine Widerstands- 
h6he zu ubersehen. Das Unterwasser ist als Mflndung zu be- 
trachten; daher ist an Stelle der beiden ersten Glieder der rechten 

Seite von Gl. 3, S. 257 zu schreiben: ^ ^. An Widerstands- 

hShen kommen in Betracht: zuerst der Eeibungsverlust im Ober- 

gefSsse mit Co -^ » sodann der Stofsverlust bei scharf kantigem An- 

schlusse der E6hre (S. 258) mit ^ ^ , dann der Eeibungs- 

l vfl 
verlust in der Eohre mit >i-Tir-» ferner der Stofsverlust beim 

2^ 

Ubertritte des Wassers aus der engen E5hre in das UntergefEss mit 



^9 



, endlich der Eeibungsverlust im Untergefass, wie bei 
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umgekehrter Bewegung, mit Co tt" • Sonach wird 

jQx 2^^ ^.^^ 2.(7 2^ ei 2^ 

Urn die verschiedenen Geschwindigkeiten auf w zurtickzufahren, 

wF F w 

setze man W2 == -^t" » wo = w -z=- , i(;i = — ; dann wird 

11) 2,. = .^{^-^ + C„-, + (--l)+^l + 

1st nun, wie gew5hnlich, der R5hrenquerschnitt F sehr klein 
gegenuber Fq und F^, so verschwinden die beiden ersten Qlieder 
des Elammerausdnicks, der vorletzte Summand wird == 1 , and man 
erhalt 

10X / 2^^ 

12) w= ' ^ 




Mit Co = 0,085 (s. S. 255) und a^ = 0,64 wird dann (rund) 



13) «, = ^/_M*_. 

Beispiel: /i = 2m, Z = 20m, d = o,im und /l = 0,08 giebt 




«^=y i^, .^fl^onn ^^^^^^'^l 



,6 + 0,03 • 200 
Q = 1/4 d* TT • «7 = 0,018 c^n» . 
Den Einfluss der Widerstande zeigt der Vergleich von w mit}^2^- 2 = 6,s»™. 

Soli die erforderliche BChrenweite d bei gegebener 
sekundl. Wassermenge Q, gegebenen h und I berechnet werden, so 
bedenke man, dass 



^ d'^Jt d'^Tt I 2gh 



ist, woraus sich 




1,6 + ij 
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«rgiebt. Man l6st diese Gleichung nacb d auf, indem man vor- 
I9.iifig auf der rechten Seite das Glied 1,6 d vernachlSssigt, hiermit 
einen Ann3.heningswerth 

Oder far >l = 0,03 (Gl. 6) 



16) d 



-'^m 



«rhd.lt, und diesen dann auf der rechten Seite der 61. 14 einfQhrt. 

Setzt man fur eine Leitung, die mit Sicherheit far l&ngere 
Zeit, d. k auch nachdem sich NiederschUge in den Bdhren 
festgesetzt haben, die Wassermenge Q liefem soil, in GL 15 aber 
den Werth >i = 0,04 nnd, wegen der Verengung des Querschnittes, 
V4Q statt Q, so erh&lt man 



17) d 



^■-W- 



Beispiel: Eine Eohrleitung soil § = 0,oicbm/g, liefern bei einer L&Dge 
7= lOO'tt und einer verfiigbaren Druckhohe /i = 2m. Wie gross muss d sein? 
Nach Gl. 16 ist vorlSufig 

<^= 0,8 V -^—^ = 0,104 m , 

Hiermit wird ans Gl. 14 

,, 16 • 0,01* ,. ^ , ^ ^^^. 
^ =" ;r».2^.2 ^^'' * ^'''* "•" ^''' * ^^^ 

and d = 0,io5 m , also nur sehr wenig grosser als der vorlaufige Werth, so dass 
schon Gl. 16 in den moisten Fallen gentigt. — Nach Gl. 17 dagegen erhalt man 
fiir Bdhren, in denon leicht Niederschlage entstehen konnen, 



, _. -|/o,oi2.100 - 

d = 0,86 1^ -^—^ = 0,121 m. 



b) Benntznng der DrnckmesserrKhren (Piezometer)* 

StrOmt Wasser durch ein Leitungsrohr mit der Geschwindig- 
keit w^ and bringt man an den Stellen A und B (Fig. 302) des 
Leitnngsrohres lothrechte Beobachtangsr5hren an, so wird in diesen 

19' 
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das Wasser, dem hydraulischen Druck entsprechend, bis zu den 
Hdhen <z^i und x^ sich erheben und in diesen Hdhen in Babe ver- 
bleiben. Sokhe B5hren heissen desbalb Druckmesser oder 
Piezometer. (Letzterer Name kommt von dem griechiseheii 
Worte Ttv&liio = drticken.) Nach Gl. 3, S 270 ist fnr die Stelle A 
welcbe um y^ unter dem Oberwasser liegt, 

wenn Zi die Somme der Widerstandsh5hen zwischen dem Oberwasser 
und der Stelle A ist. — Ebenso gilt dann fur die Stelle B 



^2==(f + ^2)- 



w 



Wq- 



— H 



^g ^g 

Zieht man von dieser Gleichung die vorige ab, so entsteht: 

^2 — ^1 = Vi — Vx — fe — z\) Oder 

(^2 — •2^2) — (yi — ^1) = fe — -^i)- 



Nun ist {y<i — x^) die Tiefe des Druckmesserstandes 2> unter 
dem Oberwasser, 

Fig. 302. 
9o ^^o 




(y, — ^1) die- 
jenige des Druck- 
messerstandes C 
Der Unterschied 
beider giebt den 

HChenunter- 
schied z^^^z*^ — z^ 
der Druckmesser- 

Wasserspiegel G und 2>. Es bedeutet aber ^ = ^2 — ^1 ^i® auf die 
5trecke AB^=l entfallende WiderstandshChe ; mithin wird die 
zwischen zwei Stellen A und B einer R5hrenleitung 
auftretende Widerstandsh5he unmittelbar gemessen 
durch den Hdhenunterschied der Wasserspiegel der in 
A und B angebrachten Druckmesserr5hren. 

Zu berechnen ist diese Widerstandsh5he fur eine Bohrleitung 
von der L^ge I und dem Durchmesser c2, nach 6L 5, S. 288: 
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Solche Drackmesser sind benutzt worden zur Ermittelung der 
Ziffer A; aber auch znr Messung derjenigen WiderstandshOhen, die 
in einer Eohrleitung durch. Riclitungsanderungen, Abstellvorrich- 
tungen (Schieber, H^hne, Ventile, Klappen) u. dgl. verursacht werden. 



Fig. 303. 



e) Widerstand in KnierShren und ^ekrBmmteii RShren. 

ErfUhrt eine BChre einen scharfen Enick am einen Winkel 2 d 
{Fig. 303), wie solches bei Holzr6hren vorkommt, so kann das 
Wasser dieser plStzlichen Richtungs- 
^nderang nicht folgen; vielmehr wird 
unmittelbar nach dem Knick eine 
Einschnflrung und Wiederausbreitung 
des Wasserquerschnitts erfolgen, was 
nach S. 258 einen Stossverlust erzeugt. 
Versuche, welche Weisbach daruber 
angestellt hat, sind durch die Formel 

1) ^2 = 0,9457 sin 2* + 2,047 sin ^d 




•:^js^:-~^^- 



9 



znm Ausdrucke gebracht, wenn ^2 5~ ^^^ Widerstandsh5he bedeutet. 

<5= 10<> giebt C2 = 0,046, 

„ = 20« „ ,,=0,139, 

„ = 30« „ ,,=0,364, 

„ = 40« „ ,,=0,740, 

,, = 450 „ ,,=0,984. 

Fur Erammer, deren Mittellinie nach einem Viertelkreise 
vom Halbmesser q geformt ist, gilt mit derselben Bedeutung 

2N ^ ^... . .....V2dV'^ 



Co = 0,131 + 1,847 (- 



Fur ^ = 0,2 
Q 



0,3 0,4 0,5 0,6 



wird ^2 = 0,138 0,158 0,206 0,294 0,440. 

Entspricht die Erummung nicht einem Viertelkreise, sondern 
einem Mittelpunktswinkel von d^, so setzt man die Wider- 
standshdhe 



3) 



z = S2 



w 



2 



m.ff- 
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d) Widerstand beim Durchgange darch SeUeber, Hfthne, 

Drosselklappen nnd, Yentile. 

Diese Widerst&nde berohen s&mmtlich anf Einschnfirung ies 
Wasserquersclinitts. — Weisbachs Versuche vom 
Jahre 1842 haben zu folgenden Ergebnissen geffihrt 

Schieber in kreisf5rmigem Eohre: 

1st F der Querschnitt des unverengten Rohres, 
w die Geschwindigkeit in demselben, F^ der durch 

den Schieber verengte Querschnitt, C3-T-- die 

if 

WiderstandshShe, so ist nach (Fig. 304) bei 

2/8 3/8 */8 Vs 




5-'/« 



6/8 VS 



F 



= 0,948 0,856 0,740 0,609 0,466 0,315 0,159 



(^•3 = 0,07 0,26 0,81 2,06 5,52 17,0 



Schieber im Bohre von rechteckigem 
Qnerschnitte (Fig. 305): 



F 



= 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 




C3 = 0,09 0,39 0,95 2,08 4,02 8,12 17,8 44,5 193 . {_ 



Hahn mit kreisf5rmiger DurchgangsSffnung 
(Fig. 306): 
Stellwinkel d = 10« 20« 30^ 40« 50« 60« 65« 82<> 

-r-T 

i- = 0^50 0,692 0,535 0,385 0,250 0,137 0,091 



F 



^3 = 0,29 1,56 5,47 17,3 52,6 206 486 oo. 
Hahh mit rechteckiger DurchgangsSffnang (Fig. 306): 
Stellwinkel d=10« 20 « 30" 40" 50 •> 67 • 



F 



= 0,849 0,687 0,520 0,352 0,188 



C3 = 0,31 1,84 6,15 20,7 95,3 oo. 



2d. Schieber, Klappen und Ventile. 
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Drosselklappe in kreisfSrmigem Rohre (Fig. 307): 



Fi^. 306. 



Pig. 307. 





SteUwinkel 6 = 10^ 20^ 30^ 40^ 50^ 60^ 70^ 90^ 
C3=0,52 1,54 3,91 10,8 32,6 118 751 oo. 

Drosselklappe in rechteckigem Bohre (Pig. 307): 

SteUwinkel d = 10« 20« 30« 40« 50« 60« 70^ 90« 

(73 = 0,45 1,34 3,54 9,27 24,9 

Fur Kegel ventile (Pig. 308) ist 
mit Fy als kleinstem Durchflussquerschnitt 



77,4 368 

Pig. 308. 



(yo 



G = 1,537 






1 



Klappenventile (Fig. 309) fur die 
Offnung im Ventilsitz 

J^2 = 0,535 F, 
und 6 = 70« 60« 50^ 45« 40« 35« 
C3 = 1,7 3,2 6,6 9,5 14 20 





20« 
62 



15 « 
90. 



e) Wasserleitnng mit Yerzweij^img. 

Von einem Hauptbehalter A (Pig. 310) werden zwei Stellen B 
und C mit Wasser ver- 

sorgt. Von A bis D , , .^^l^l^l 

fahre ein Hauptrohr von 

der Mnge I und der 

Weite d. Hier theile 

sich das Bohr in die 

Zweige von den Ab- 

messungen Z^, di und 

^2, d^. Zur Berechnung 

der nach B und C 

fliessenden Wassermengen Qi und Q^ denke man sich an der Ver- 

zweigungsstelle D ein Druckmesserrohr angebracht, dessen Wasser- 

spiegel um ^ unter dem Oberwasser liegen m5ge. Dann ist in 




1 
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die wirksame Druckh5he von A bis JD fGr die Geschwindigkeit w; 
unter Yeniachl9ssigung der ErummangswiderstSnde wird nach 
Gl. 13, S. 290: 

1, '-lJ(w+4! 

Wenn der iQbergang aus dem Hauptrohr in die beiden Zweige 
allinSihlich erfolgt, und die Unterschiede der Geschwindigkeiten w^ w^ 
und W2 gering sind, kann man die hierans entstehenden Druckh5hen- 
verluste wegen ihrer Kleinheit vernachiassigen. Von /> bis JB ist 
dann ^j — ^ die wirksame DruckhOhe, welche zur Cberwindung der 
JJShrenreibung und der Geftssreibung (s. S. 289) dient, daher 

ebenso ergiebt sich fur die Zweigleitung von Z> bis C: 

Hierzu kommen noch die Gleichungen der Wassermengen ; 

4) Qi + Q2 = -4^-^; 

5) Qi = —^ . wx ; 

6) Qji = —^ • w^ . 

In diesen sechs Gleichangen sind unbekannt: js^, w, w^, w^, 
Q] und Q29 ^^^ Z^hl d^^ Unbekannten ist ebenso gross, wie die 
Zahl der Gleichungen, die Aufgabe somit I5sbar. Man kann also 
berechnen, wie viel Wasser nach B und G fliesst. 

Soil umgekehrt die Wasserleitung erst entworfen werden, so 
hat man die Aufgabe, die S5hrendurchmesser d^ di und d2 so zu 
bestimmen, dass sie nach B und C die verlangten Wassermengen 
Qi und Q2 liefern. In den anch hier zn verwendenden Gleichangen 
1 — 6 sind aber jetzt sieben Gr5ssen unbekannt, n&mlich ^, w, d^ 
wu di, W2 und d^j d. h. die Aufgabe ist unbestimmt und nnr Ids- 
bar, wenn man fur eine der Gr5ssen einen Werth im Voraus annimmt, 
etwa t^ = 1 " bis 1,2 ™ . Dass die Aufgabe verschiedene L5sungen 
zulSfist, erkennt man auch unmittelbar durch folgende C^berlegung: 
Nehmen wir an, die ROhrenweiten rf = 0,3 " , rfj = 0,2 " , dg = 0,1 " 
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genfkgen den gestellten Bedingungen; wurde man nun d vergrOssern, 
vielleicht auf 0,4", so wflrde jetzt, wenn d, und d^ unverandert 
blieben, nach B und C mehr Wasser fliessen als bisher; durch 
entsprechende Verkleinerung von di und d^ wurde man aber diesen 
tJberschuss wieder in Wegfall bringen k5nnen und erhielte somit 
drei andere Weiten d' , d\ und d'^, die ebenfalls die Aufgabe zu 
erfBUen vermCchten. 

Fur 1 a n g e R5hrenleitungen kann man in 61. 1 den Summanden 
1,6, in den 61. 2 und 3 den Sunjmanden C^ vernacblHssigen und 
erhalt statt der 61. 1—3: 

7) z^X^''" 



d2g' 

7 9 



8) 7ii — z = >i 

9) . h-z = X 

Wenn man nun zur Bestimmung der S5hrenweite die 6e- 
schwindigkeit w im Hauptrobr annimmt, so ist nach 61. 7 der 
Worth z ermittelt, ebenso die Weite d des Hauptrohres nach 61. 4. 
Da nun auch \ — z und h^ — z bekannt sind, so liefern 61. 5 u. 8: 



ebenso 61. 6 und 9: 

Vertauscht man, wegen voraussichtlicher Niederschl&ge in den 
K^Jhren, in 61. 10: d mit V^Qi «nd setzt >l = 0,04, so bekommt 
man fibereinstimmend mit 61. 17, S. 291 



12) d, = 0,35 y^i^ 

ebenso aus 61. 11 



= 0.35i/5S. 



13) ^2 

- ^2 

Beispiel: Es sei Qi = 0,icbm/g , q^ = 0,o3 cbm/, , /=:3oom, ;j = 200in, 
^2 = 500 m , ftj = 1 2 m , ^2 = 6 "» ; ferner werde angenommen «? = 1 » und 
/ = 0,o4 (wegen etwaiger Niederschlage). 
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Dann wird mit Q = j(Q^ + Q.2) 



nach GL 4 : 
nach Gl. 7 : 

nach Gl. 12: 
nach Gl. 13: 



— J- • 1 = Y • 0,13 = 0,16 und d = 0,46 m, 
^ 300 1 



4/ 0,1^.200 



(2 



. -i/ 0,08-^. 500 

2 = 0,35 1/ z 

|/ 4,64 



0,25 m , 



0,22 m . 



/ 



f) Widerstand in kegelfSrmigeii RShren. 

Verengt sich ein Bohr der Lange Z^ von der (der Geschwindig- 
keit w entsprechenden) Weite d kegelf5rmig auf die Weite di 
(Fig. 311), so gelten ftir die Weite y in einem Abstand jk von der 
weiteren OiFnang, die Beziehungen: 

d — di .. - d — di ^ , 

-X mit — tfT/ = — = — -dXf una 



1) 

2) 



d — y = 



h 



h 



^2 



Auf ein Langentheilchen dx kommt nach 61. 5, S. 288 die Wider- 
standshOhe 

- dxwy?^ . ^ nP- d^ 1 

y ig ^^gy"" 

daher auf die ganze L9,nge 

d-d, 2g J f ^ 







U, w^ d^l 1 



d — d,2g 4 \d,^ d^l 

d^ 



Oder 



3) 



, = ,^4U^ 



2y rf \ 4 J _ rf. 
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Der letzte Elammernausdruck giebt an, in welchem VerhUltnisse 
der Widerstand sich vergrOssert im Vergleiche mit einem cylin- 
drischen Rohre von der Weite d und der L&nge ?x* 

d^ 
4) I4^^|-^i = ^ 




heisst die ideelle (vergrQsserte) LS.nge des Mundstficks f&r den Robr- 
durchmesser d. 

Beispiel : Es wird fiir -^ = — .: 2; = A ^r- 7,6 -4 und I = 7,8 h , 
■^ a 2 2g ^ a 

fur -} = ^: z=^X^\^b^-^jmdLl=\rol^, 
do 2g d *■ 



S) Steighohe springender StraUen. 

£in Strahl, der mit der 6eschwindigkeit W2 aus einer MUndong 
lothrecht emporsteigt (Fig. 312), wQrde im luftleeren Baum eine 

HQhe hi = ^ erreicben. In Folge des Luftwiderstandes ver- 

mindert sicb die erreicbbare H5be aaf 

1) A. = r^' 



2ff' 

Die Ziffer rj bangt tbeils von der Form des MundstfLcks ab, 
weil diese Einfloss daraof bat, ob der Strabl gut gescblossen bleibt 
Oder sicb zertbeilt; tbeils ist tj aucb nocb von W2^ abb^gig. 

Es soil bier auf das Verbalten der springenden Strablen nicbt 
nSber eingegangen, sondern nur angefubrt werden, dass man als 
robe Annaberung an Versucbe von Weisbacb 

2 
2) 7]= 1 — 0,01 -^ setzen kann. 

Beispiel: Von einem Behalter (Fig. 312) fiihre ein Rohr von 20 m Lange 
und 0,02 m VVeite zu einem lothrechten kegelfSrmigen Mundstticke von 0,i5™ 
Lange und 0,oim Weite; es soil die Steighdhe des Springstrahls berechnet 
werden. Die wirksame Druckhohe sei 8™. 

Nach Gl. 10 u. Gl. 11, S. 290 wird, mit w^^ = und sinngemafser Fort- 
lassung der beiden letzten Glieder, wenn in I zugleicb die ideelle (ver- 



1 
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grosserte) Lange des MuDdstticks (s. Gl. 4, S. 299) entbalten ist, die Geschwindig- 
keit in der Hauptrohre 



tr = 




2gh 



nnd die Geschwindigkeit des Springstrahls (mit 5) = 0,o85, ai = 0,64, ^ = 0,03) 



F F 



^gh 



-' |/ (^)'+ 0,21 +0,32 + 0,30 J- 



Fig. 312. 




Da der Durchmesser des Mundstlicks do = 0,oi m ist, wird fur d.^ = 0,5 d, 
nach S. 299: ? = 20 + 7,5 • 0,i6= 21,125 m 



also: 



w.^==A y 



2^.8 



16 + 0,53 + 0,03- 10')6 



Tom 



Dann ist 



w. 



-^ = 2,64 m Und 7)=\ — 0,026 = 0,974 , 

2g 



somit die Steighohe hg = 0,974 • 2,64 = 2,57 m . 

Der sekundliche Wasserverbrauch ist 

Q == 0,01 ' -7- • 7,2 = 0,000 565 = 0,666 — 

4 8. a. 



also: 



Verengt sich aber das Mundstiick auf ^2 = 0,2 d = 4 mm , so wird nach S. 299 : 

Z--= 20 + 195. 0,15 = 49'"; 

,,, _,25l/ -^L^ = 11 84m 



ir..- 



-r— = 7,1 m und 7) = \ — 0,071 = 0.93 , 
2^ ' ' ' 

somit die Steighohe hs = 0,9s • 7,i = 6*56 « , 
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und der sekundlicbe Wasserverbrauch 

Q = 0,004 *^ — • 1 1,94 = 0,000 148 7 = 0,1487 ~ . 

Die starkere Verengang des Mundstticks hat also die Sprunghohe erheb- 
lich vergrossert, den Wasserverbrauch aber bedeutend vermindert. 



3. Bewegung des Wassers in Kanalen und Fiussen 

a) 61eicliforini|i^e Bewegang des Wassers in Ean&len. 

Soil die in einem offenen Eanal im Beharrungszustande 
befindliche Wasserbewegung gleichformig, also die Geschwindig- 
keit vj in alien Qaerscbnitten die gleiche sein, so muss aucb die 
Sohle des Eanals uberall dieselbe Neigung a und der vom Wasser 
erfuUte Querschnitt F uberall dieselbe Gr5sse und Form haben. 
Bei uberall gleicher Querschnittsform des Eanalbettes giebt sich 
also die gleichfOrmige Wasserbewegung durch eine uberall gleiche 
Wassertiefe t im L3.ngenschnitte zu erkennen. 

In einer ganz von Wasser erfullten R(5hre ist die GleichfSrmig- 
keit Oder Ungleichformigkeit der Bewegung allein dadurch bedingt^ 
ob der R5hrenquersehnitt uberall 
gleich ist oder nicht; ein oben offenes ^' 

Kanalbett kann aber vom Wasser 
auf verschiedene H5he erfuUt wer- 
den, so dass dessen Bewegung nur 
unter bestimmten ' Bedingungen 
gleichf5rmig erfolgen wird. 

Nehmen wir den Widerstand TT, den das Wasser bei seiner 
Fortbewegung in einem offenen Kanal zu uberwinden hat, einstweilen 
wieder, wie bei den R5hren, proportional mit der Beruhrungsflache 
und mit der Geschwindigkeitshohe an, so ergiebt sich, wenn man 
(Fig. 313) einen Wasserk5rper vom Querschnitt F und der Lange I 
betrachtet, und u der benetzte Umfang des Querschnitts ist, in 



w 




0bereinstimmung mit Gl. 1, S. 287: W=nul- . 

Wenn wegen der Kleinheit des Neigungswinkels a dessen 
Sinus gleich dem Bogen gesetzt werden kann, ist die Seitenkraft 
der Schwere: Mgoi. 
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Da nun die Druckkrafte P an den beiden Querschnitten A und 
B sich oiFenbar aufheben, so muss bei gleichformiger Bewegung: 

1) Mffa==W, 

w 
Oder ^-Fla^Hul-zr- sein. 

Setzt man, wie auf S. 287, « = y/?, so wird 

mit fi als Widerstandsziffer der Wasserbewegung in 
E an 9,1 en. Wegen der massgebenden Bedeutung des Quotienten 
F:u hat man diesen besonders bezeichnet, und nennt 

F 

3) — = r 

u 

die mittlere hydraulische Tiefe oder den hydraulischen 
Badius. Hiermit wird das fur gleichmslssige Bewegung n5thige 
Gef3.1lYerh9,ltnis 

iff 1^2 

Oder die dem GefHUe a entsprechende Geschwindigkeit 



w 



=y^ 



2^ra 



Man pflegt gew5hnlich 

zu setzen, und schreibt demgemSss 

6) w = kVra. 

Ebenso wie bei der Bewegung des Wassers in S5hren ist 
auch hier die Annahme f&r W nicht genau zutreffend und deshalb 
auch /? und das daraus folgende k keine y5llig konstante oder 
etwa nur von der Begelm^sigkeit des Bettes abh9,ngige Gr5sse. 

Bei der Berechnung von EChrenweiten hat die Veranderlich- 
keit von X^4tP keine sehr grosse Wichtigkeit. Man muss sich 
nur huten, die WiderstHnde zu unterschHtzen, wSlirend eine tTber- 
sch^tzung zwar eine etwas reicblichere Bohrweite liefert, die aber 
zumeist keine erheblichen Mehrkosten verursacht und die Leistungs- 
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f^higkeit der Leitung fiir eine um so langere Zeit sichert. Zudem 
hat man in einef B5hrenleitung das Wasser mittels der 
Abstellvorrichtungen stets in der Gewalt, in einem oben 
offenen Eanal oder Fluss aber nicht. 

1st bei einem Kanal oder Flusse das GefiUlverhaltnis a zu gross, 
so entsteht eine Geschwindigkeit, die grosser ist, als beabsichtigt 
oder erwariet war, in Folge dessen kann m5glicherweise das Kanal- 
oder Flnssbett beschadigt und auch die Wassertiefe vielleicht fiir 
etwaige Schifffahrt oder fur Eucksichten der Landwirthschaft zu 
klein werden, wahrend der entgegengesetzte Fall eine ITber- 
schwemmung herbeif^ren kann. Da man das Wasser in Ea- 
nalen und Flussen nur durch die Mittel der Wissen- 
schaft beherrschen kann, hat man sicb seit etwa 150 Jahren 
mit Aufwendung grosser Eosten bemtiht, fur die Ziffer h befrie- 
digende Gesetze auizufinden. 

Der ostfriesische Baubeamte Brahms erkannte zuerst 1753, 
wie es m5glich sei, dass das Wasser beim Abwartsfliessen eine 
gleichf5rmige Bewegung ausfuhren k5nne, und gelangte zn der 
GL 6, indem er den Widerstand mit w^ verhaltnisgleich setzte. 
Zu demselben Ergebnisse kam 1775 der franz. Ingenieur Ch6zy. 
Eytelwein (geb. 1764, gest 1848), der 21 Jahre an der Spitze 
des preussischen Bauwesens stand, bestimmte fur die ZifTer k einen 
Zahlenwerth, der, in Metermafs umgerechnet, auf 

A: = 50 
abgerundet werden kann. 

Mit bedeutenden Mitteln wurden dann 1850 — 60 in Nord- 
amerika unter Leitung der Ingenieure Humphreys und Abbot 
umfassende Messungen im Mississippi und seinen Nebenfl&ssen an- 
gestellt. Diese Flusse verursachten namlich fast alljahrlich ver- 
heerende Ciberschwemmungen, und zur Verbesserung der Wasser- 
laufe bedurfte man vor AUem der Eenntnis der Bewegungsgesetze. 
Die Yon den amerikanischen Ingenieuren aufgestellte Formel ist 
sehr verwickelt, sie lautet, auf Metermafs bezogen: 

7) If = I y 0,0025 m + /" 68,72ri~l/'a'— 0,05 Vm \ 

.. 0,933 , F 
mil m = , una r^ = , 

V r + 0,457 u-^-h 
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wenn b die Breite des Wasserspiegels bedeutet. Humphreys und 
Abbot glaubten namlich aach einen verzOgernden Einflass der uber 
dem Wasserspiegel befindlicben Luft annehmen zu soUen, weshalb 
in der HfllfsgrOsse r^ der Qesammtumfang u + b vorkommt. 

Sehr umfassende Versache wurden auch im Auftrage der 
franz5sischen Eegierung in den Jahren 1856 — 64 unter der Leitung 
von Darcy nnd nach dessem Tode von Bazin angestellt Diese 
Versuche erstreckten sich auf Gerinne, Kanale und Flusse der ver- 
scbiedensten Art Bazin fasste die Ergebnisse in die Formel zu- 
sammen: 

Oder, wenn man die Grundform der Gl. 6 beibehalt, also w = kV^r a 
setzt: 

9) ^•= ^ 



mi 

r 



i 

und wegen Gl. 5 die Widerstandsziflfer 

10) ^ = |f = 2.,(,n+^). 

Hierin ist (ubereinstimmend mit Gl. 7, S. 288) die Abhangigkeit 
der Ziflfer k bezw. y? von der hydraulischen Tiefe r dargestellt, 
w&hrend m und n Zahlen bedeuten, die von der Beschaffenheit der 
Eanalw^nde, bezw. des Flussbettes abh&ngen. Es gelten: 

1. fur gehobeltes Holz oder Cement: 

m = 0,000 15; n = 0,0000045; 

2. fur ungehobeltes Holz, Quadern oder Ziegeln: 

m = 0,000 19; w = 0,0000133; 

3. fur Bruchsteinmauerwerk : 

m = 0,00024; n = 0,00006; 

4. fur Erde: 

m = 0,00028; w = 0,00035; 

5. fur grSberes Geschiebe: 

m = 0,00040; n = 0,00070. 
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Diese Formeln sagen aas, der Widerstand sei wohl mit dem 

Quadrate der Geschwindigkeit verh&ltnisgleich, nicht aber einfiach 

mit der Gr5sse der Ber1ihrungsfl§,cbe, sondern stehe zu dieser in 

einer verwickelteren Beziehung. 

• 
Die Formeln von Humphreys und Abbot und die von Bazin 

erglUizen sich und schliessen sich auch gegenseitig aus. Erstere 

ist aus den Messungen an grossen Str5men gewonnen, in denen sich 

das Wasser trotz des geringen Gefailes a, wegen der grossen Tiefe r, 

mit grosser Geschwindigkeit bewegt und passt auch nur fUr solche, 

wahrend dagegen Bazin s Formel sich auf kleinere Gewasser (r<:6™) 

mit starkerem Gef&Ue bezieht 

Im Jabre 1869 haben sich nun die schweizerischen Ingenieure 
Ganguillet und K utter der Aufgabe unterzogen, die Ergebnisse 
der Geschwindigkeits-Messungen in Nordamerika und in Frankreich 
in eine einzige Formel von allgemeinerer GUtigkeit zusammenzu- 

fassen. Darnach ist, wenn man die Form w^=^kVraL beibehait, 
U) Jfc = — " 



Hierin ist die Abh^ngigkeit der Ziffer k vom Gef&Ue a , von 
der hydraulischen Tiefe r und von der Bauhigkeit n des Bettes 
dargestellt; man hat zu setzen: 

1. fBr gehobeltes Holz oder Cement: n = 0,010; 

2. fur ungehobeltes Holz: n = 0,012; 

3. fur Quadern oder Ziegeln : n = 0,013 ; 

4. fur Bruchsteine: n = 0,017; 

5. fur Erde: w = 0,025; 

6. fur grCberes Geschiebe oder Wasserpflanzen : n = 0,030. 

Bei den meisten einschl9,gigen Aufgaben des Wasserbaues 
handelt es sich (besonders in Deutschland) um kleinere und mittlere 

Eeck, Mecfaanik. U. 20 
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Wasserl^ufOt d. h. um F§,lle des Anwendungsgebietes der Bazin^schen 
Formel, welche zumeist auch wegen ihrer einfacheren Gestalt be- 
vorzugt wird. 

Die Bazin^sche Formel ergiebt fQr KanUe und Fltisse in Erde 
fftr verschiedene GrOssen r, die Werthe k und P^2g:k^^ wie 
folgende Tabelle zeigt: 



Werthe h nnd fi Bach der Bazin'schen Formel fhr 
Kaniile vnd Fliisse in Erde. 



r 


k 


^ 


0,1 


16,3 


0,0742 


0,2 


22,2 


0,0397 


0,3 


26,3 


0,0284 


0,4 


29,4 


0,0226 


0,5 


31,9 


0,0192 


0.6 


34,0 


0,0169 


0,7. 


35,8 


0,0153 


0,8 


37,3 


0,0141 


0,9 


38,7 


0,0131 


1,0 


39,8 


0,0124 


1,1 


40,9 


0,0117 


1,2 


41,8 


0,0112 


1,3 


42,7 


0,0108 


1,4 


43,4 


0,0104 


1.5 


44,1 


0,0101 


1,6 


44,3 


0,0098 


1,7 


45,4 


0,0095 


1,8 


45,9 


0,0093 


1,9 


46,4 


0,0091 


2,0 


46,9 


0,0089 


2,5 


48,8 


0,0082 


3,0 


50,2 


0,0078 


4,0 


52,2 


0,0072 


5,0 


53,5 


0,0069 


6,0 


54,4 


0,0066 
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Beispiel 1: Ein Graben in Erde vom Querschnitte nach Fig. 314 hat ein 
Oefailverlialtnis a = 0,ooo44i . Bei dem Boschungswinkel ^ = 31 <* ist tg ?> = 0,6, 
sec ^ = 1 ,17 , sin tp = 0,6i5 , cosec ^ = 1,942 . Dann ist die mittlere Breite 

*der Qaerschnitt 

F= 2,86 • 0,9 = 2,565 qm , 
der benetzte Umfang u = 4._ >>; 

1,36 4- 2 • 0,9 • cosec 9? = 4,86 ™ , 

daher r = 2,665 : 4,86 = 0,629 m . 

Nach Messungs-Ergebnissen war die mittlere Geschwindigkeit w = 0,467 m . 
Es sollen damit die Ergebnisse der vorstehenden Formeln verglichen werden. 
Es ist . 

y ra = y^0,629 • 0,000 441 = 0,01527 . 

Nach Eytelwein ware 

A; = 50 und W7 = 0,763 m. 

Nach Humphreys und Abbot ware 

0,938 . 2,666 n J A 

m = ^- —J = 0,94 ; r, = -7 — Vi — = 0,279 und w = 0,563 ™ . 

/0,629 + 0,467 4,86+4,86 

Nach Bazin ware 

h = — — = 32,67 und w = 0,497 m . 

, 0,00035 

00028 i 7 

0,628 

Nach Ganguillet und Eutter w^re 

23 + 40 + ;^ 

, 0,000 441 «. , ^ 

ic := J —z — = 34,80 und w = 0,58i ™ . 

\ 0,000 441/ ]/ 0,529 . 

Hiemach schliesst sich die Baziu'sche Formel dem Ergebnisse der 
Messung am besten an, dann folgen die schweizerische und die amerikanische 
Formel schon mit grossen Abweichungen, wShrend die Eytelwein'sche Formel 
einen viel zu grossen Werth ergiebt. 

Bcispiel 2 : Die Elbe hatto bei Altengamm oberhalb Hamburg bei Hoch- 
wasser im Marz 1881 eine Wasserspiegelbreite 6 = 587,4"», einen benetzten 
Umfang tt = 59 1,4 m, einen Flacheninhalt F= 3132,7 qm, mithin r = 5,«97m. 
Das Gefallverhaltnis betrug o( = 0,000152. Die mittlere Geschwindigkeit wurde 
2VL w= 1,17 m gemessen. Es ist 

]/ r a = V^ 5,297 • 0,000 152 = 0,028 38 . 

20* 



yo, 
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Nach Eytelwein wSre 

]c = 50 und w = 1,42 ™ . 

Nach Humphreys und Abbot ware 

0,9»3 „ 3132,7 , 1 40». 

m= ^. ^ - - = 0,889 ; ri = -;^rT — , -o» = 2,658 m uud t(;= 1,42 m 

1/^5,297 + 0,457 091,4 + 587,4 

Nach Bazin ware 

a) fur w = 0,00028 und n = 0,ooo36: 

.1 
k = — ;=== = 53,8 und w = 1,68 ^ ; 



y^ 



, 0,00086 
00028 + 



5,297 

b) ftir m = 0,000 40 und n = 0,ooo7o: 

k = — ' = 43,3 und w = 1 ,23 "> 



"|/o, 



, 0,00070 

00040 H = 

0,297 

Nach Ganguillet und Kutter ware 

a) fur w = 0,025: 

23 + 40+-^ 

0,000152 -o J 1 

k = -. T — -^ — r = o3,8 und «? = 1,53 m -, 

1+ 23 + -?^??^ -^ 

\ 0,000152/ y 0,-291 

b) fur w = 0,030 : 

23 + 33,, 4- ^^^ 

- 0,000152 Aa A 1 ™ 

k = -. ;r ^ — == 46,4 und w = 1,32 m . 

,+ 23 + -^-^ 

\ 0,000 152/ y 5 297 

Auch in diesem Falle liefem die Formeln sammtlich zu grosse Ergeb- 
nisse; am beaten schliesst sich der Messung wieder die Bazin'sche Formal mit 
den Werthen unter b) an, wahrend die Werthe unter a) mit denen der 
schweizerischen Formel gleiche Ergebnisse zeigen. 

In beiden Beispielen stimmen die Ergebnisse der Messung mit 
denen der Formeln, selbst der am besten passenden, nicht befriedigend 
uberein. — Es hat eben jeder Kanal, jeder Bach, jeder Theil eines 
Flosses seine besondere Eigenthumlichkeit, seinen besonderen Bauhig- 
keitsgrad, d. h. seine besonderen Ziffern m und n (nach Bazin) 
bezw. n (nach Ganguillet und Kutter), die der Wasserbautechniker, 
der sich mit dem GewSlsser zu besch9,ftigen hat, entweder durch 
Messungen feststellen oder nach dem Augenschein auf Grund 
genauerer Kenntnis anderer Wasserlaufe zunachst abschatzen muss. 
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Die Eigenthumlichkeiten eioes Flusses lassen sich nicht iii all- 
gemeine Formelq mit feststehenden Widerstandsziffern zw&ngen. 
Auch ist zu bedenken, dass UnregelmHssigkeiten in der Bewegung 
des Wassers, Wirbel u. dgl. haufig die Messung erschweren und 
ibre Bicbtigkeit beeintr&cbtigen, so dass zuweilen aacb der en Er- 
gebnisse von der Wirklicbkeit nicbt unerbeblicb abweicben kQnnen. 
Scbliesslicb aber muss betont werden, dass die vorstebenden 
Formeln sicb nur auf eine dem Beharrungszustande 
entsprecbende, gleichfirmige Bewegung bezieben, d. b. 
an die Bedingung geknupft sind, dass sicb das Gefalle des Musses 
und der vom Wasser eingenommene Querscbnitt in Form und 
Gr5sse auf eine gewisse L^nge des Flusses nicbt erbeblicb 9,ndern. 
Diese Bedingung wird sebr b^ufig nicbt erffiUt sein, und mancbe 
Abweicbung zwiscben Messung und Formel wird man 3uf diesen 
XJmstand zurlickzufubren baben. Die Bebandlung der dann vor- 
handenen ungleicbfSrmigen Bewegung erfolgt weiter unten. — 
Bestebt kein Bebarrungszustand, istal^o die sekundlicbe Wassermenge 
Q eines Querscbnitts veranderlicb, so treten besondere Erscbwerungen 
fur die Berecbnung ein, welcbe bier nicbt er5rtert werden k5nnen. 

b) Querschnittsform kleinsten Widerstandes* 

Hat ein Eanal den Zweck, einer Wasserkraftmascbine (Wasser- 
rad Oder Turbine) das Betriebswasser zuzuffibren, so kommt es darauf 
an, Yon dem ganzen zur Verfugung stebenden 6ef3.11e fur den Zu- 
leitungskanal m5glicbst wenig zu verbraucben, damit fur die Kraffc- 
mascbine moglicbst yiel Gef&lle ubrig bleibe. Da nun nacb GI. 4, 
S. 302 das erforderlicbe Gefilllverbaltnis mit r = Fiu umgekebrt 
proportional ist, so wird diejenige Form des vom Wasser erftUlten 
Eanalquerscbnitts am gOnstigsten sein, bei welcber r moglicbst 
gross, d. b. bei gegebener Querscbnittsflacbe F der vom Wasser 
benetzte TJmfang u m5glicbst klein ist. 

Da von alien Figuren gegebenen Flacbeninhalts, Fig. 315. 

der Ereis den geringsten Gesammtumfang hat, so 
wird, weil bei einem Eanale nur der vom Wasser 
benetzte Umfang in Frage kommt, der Halb- 
kreis die Eanalform kleinsten Widerstandes sein 
(Fig. 315), welcbe annabernd fur den unteren Tbeil des Querscbnitts 
gemauerter Entwasserungskanale aucb Anwendang findet. 
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FGr rechteckige Querschnitte liefert das balbe Quadrat (Fig. 316) 
den Ueinsten Widerstand, da das ganze Qnadrat von 
alien Rechtecken gegebener Fl&cbe, den kleinsten ^ ^' 
Umfang bat 

FQr Eanale in Erde ist der B5scbnngswinkel q) 
der Seitenw&nde durch die Bescbaifenheit des Erd- 
reicbs bedingt; Soblenbreite h and Wassertiefe t (Fig. 317) sind so 
zu w^blen, dass bei ge- 
gebener Flache F der Fig. 317. 
benetzte Umfang u m5g- 
licbst klein werde. Da 
nun AE=^t'C>oiq> ist, 
so ist die mittlere Breite 
= 6 + ^ • cot fl? , daber 

1) JF=«(5 + ecotfl?) 
und, weil AB=^t:%mq> ist, der benetzte Umfang 

2t 

2) u^h + - . 

Durcb 61. 1 ist die Soblenbreite bedingt zn 

F 

b = — tcotq>; biermit wird 

V 

3) w = — — tcot(p + — — = -r + ^ -' ^• 

^ t ^ sm(p t smq> 

Damit nun u als f{f) ein Minimum werde, muss 

A\ du F , 2 — cosfl? A J v 

^ dt t? six\q> 



J'sin^) 



2-cos^ 

sein. Dass dieser Wertb, u zu einem Minimum und nicht zu einem 
Maximum macht, ist unmittelbar daraus ersicbtlicb, dass far ^ = 
der Umfang u nacb Gl. 3 unendlich gross wird. 

Ein einfacbes Verb&ltnis zwiscben Soblenbreite b und Wasser- 
tiefe t ergiebt sicb, wenn man aus Gl. 1 bildet 

_ = -+COtf 
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und diesen Werth in 61. 4 einsetzt; dann wird 

Oder 



b , , 2 — cos a> 

- + cot O) = ; — 

t  sin 9? 



6) 



*— 9 1 — <^os y _ 2 sin ^(V2 q>) 
t^ sin?? ~~ 2 sin 729* cos V29' 

T = 2tg(V29>). 



d. h. 



Diese Gleichung bedeutet, dass der vom Wasser erfttUte Quer- 
schnitt ein, einem Halbkreise vom Halbmesser t umschriebenes Trapez 
sein muss. Denn bei einem 
solchen (Fig. 318) ist 

2(.G0G=^l2(p, d. h. 



Fig. 318. 
o 




nbereinstimmend mit 6L 6. 

Fur 9? = 90^ entsteht wieder das halbe Quadrat (Fig. 316). 

Die Eechnung fQhrt also darauf, dass man sich der uberhaupt 
gunstigsten Halbkreisform so weit zu nahem habe, wie die vor- 
handenen Bedingungen es zulassen. 

Nach Fig. 318 ist ferner: 

F=2'(A<^0C+/\,C0D) = t'{GC+CD), d. h. 



7) 



ti 



F=t.^. 



Also ist bei der gfinstigsten Kanalform die mittlere hydraulische Tiefe 
8) 



U 



2 



unabh^ngig yon q>. 

Somit wird nach der Bazin'schen Formel 



9) 



lU 



/ . 2« 2 1 



+ n 



Oder das erforderllche 6ef3,llyerhS.ltnis 

2m . 4n 



10) 



a = 10- { -^ + -^ ) = tv^ 



m n 

i o 

r r- 
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Beispiel: Ein Zuleitnngskanal soil sekundlich Q = 2cbiii Wasser liefern; 
die Geschwindigkeit werde, damit einerseits keine Beschadigang der Eanal- 
wSnde, andererseits keine Absetzung von Sinkstoffen erfolge, zn w==0,5m 
gewablt, 80 dass F= 4 qm werden muss. Es soil biernach die Querschnitts- 
fonn kleinsten Widerstandes bestimmt werden, nnter Annabme eines Boschungs- 
winkels ^ = 30<>. 

Gl. 6 bestimmt - = 2 • tg 15 '^ = 0,536 . 



=ys 



Nach Gl. 5 wird *= |/ ^-il^A_ = 1,33^1, 

also b = 0,536 • 1 ,38 = 0,7 1 ra . 

Nacb Gl. 8 ist dann r = 0,665 und nach Gl. 10 das erforderliche Gefallverhaltnis 

- / 0,000 28 , 0,000 35\ ^ , ortr 

a = 0,25 -^ f- -^ — 5- = 0,001 212 = 1 : 825 . 

\ 0,666 0,665-^ / 

Grosser Werth ist dieser Becbnnng nicht beiznlegen, da in Wirklichkeit 
aach die ebenfalls von Breite and Tiefe abhangigen Eosten des Kanals mit in 
Frage kommen. 

c) Geschwindigkeiten in den yerschiedenen Pnnkten eines 

Qnerschnitts. 

Im yorstehenden wurde die Bewegung des Wassers in einem 
Eanale oder Flusse so aafgefasst, als ob die Wassermasse wie ein 
starrer prismatischer E5rper abw^rts glitte, als ob alle Theile dieses 
K5rpers die gleiche Geschwindigkeit w batten. — In Wirklichkeit 
ist dies nicht der Fall, vielmehr ist die Geschwindigkeit der Wasser- 
theilchen an yerschiedenen Stellen des Querschnitts eine yerschiedene. 
In Folge der Beibung werden die nahe den Wandungen befind- 
lichen Wassertheilchen zurAckgehalten and fliessen langsamer als 
die entfernteren. Im Wasserspiegel giebt sich bei Messungen ein 
sog. Stromstrich zu erkennen, wo die Geschwindigkeit gr5sser 
ist als zu beiden Seiten. — Auch haben die Messungen ergeben, dass 
selbst in jeder Lothrechten des Querschnitts die Geschwindigkeiten 
yon Punkt zu Punkt yerschieden sind. Stellt man diese durch 
wagerechte Ordinaten yon der Lothrechten aus dar, so ergiebt sich 
eine Kurye, die sog. Geschwindigkeitskurve (Fig. 319). Diese 
ist mit ziemlicher Wahrscheinlichkeit eine Parabel mit wagerechter 
Achse. Wurde am Wasserspiegel gar kein Widerstand auftreten, 
so mtisste die Achse A B der Parabel wohl im Wasserspiegel liegen. 
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Bei ruhiger Luft bietet diese aber dem Wasser einen, wenn auch 
geringen, Widerstand, der bewirkt, dass man die gr58ste Geschwin- 
digkeit v' einer Lothrechten etwas unter Wasser findet. Strom- 
aufwarts wehender Wind schiebt die Achse 
der Parabel nach an ten, stromabwSirts 
wehender Wind nach oben. Die H5hen- 
lage der Achse ist daher schwankend. 
Kennt man die Geschwindigkeit v an 
drei verschiedenen Stellen einer Loth- 
rechten, so ist damit die Parabel be- 
stimmt, weil man hieraus den Para- 
meter der Parabel, die H5henlage ihrer 
Achse und den Abstand AB = v' ihres 
Scheitels von der Lothrechten berechnen 
kann. 

Ist c2i^ ein Theilchen der Qaer8chnittsfl§.che, v die zugeh5rige 
Geschwindigkeit, so ist dQ^dF-v die zugeh5rige sekundliche 
Wassermenge, dargestellt durch ein wagerechtes Prisma vom Quer- 
schnitte dF und der LSnge v. — Denkt man sich zu alien Flachen- 
theilchen die entsprechende Geschwindigkeit rechtwinklig aufgetragen, 
so entsteht ein KSrper, dessen lothrechte in der Stromrichtung 
gefuhrte Schnitte die Geschwindigkeitsfl^chen (Fig. 319) sind and 
dessen Inhalt die sekandliche Gesammtwassermenge Q darstelli 
Verwandelt man diesen K5rper in ein gerade abgeschnittenes 
Prisma vom Qaerschnitt F^ so ist seine LSinge 




1) 



XV = 



F 



die mittlere Geschwindigkeit des Querschnitts, aaf 
welche sich die Er5rterungen S. 301 bis 312 durchweg beziehen. 

Werth kann die Beziehang zwischen der grossten Oberfl^chen- 
geschwindigkeit vq^^x 'vol Stromstrich and der mittleren Geschwin- 
digkeit w des ganzen Qaerschnittes gewinnen, wenn es sich daram 
handelt, aas der alleinigen Messang von vq^^^x die Wassermenge 
Q, wenn aach nur roh, za bestimmen. Die einfachste, wenn aach 
sehr anverlassliche, derartige Formel ist 

2) W = ^/4 Vq 



max 1 
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w&hrend Bazin aus seinen Versuchen abgeleitet hat 

3) w = VQ„^—li]^ra, 

Oder, weil nach Gl. 6, S. 302, V^r a = w:k ist, 

w 



4) 



tV = Voma» 1* T ' ^^^^ 



W = ^—rr = Vo 



k 



1 + 



14 



max 



k+ 14* 



Ftir Kanale in Erde gilt fur verschiedene Werthe von r 



r 


w k 


r 

(Meter) 


w k 


(Meter) 


Vo mxa k + l4 


Vomax A: + 14 


0,1 


0,537 


1,2 


0,749 


0,2 


0,613 


1,3 


0,753 


0,3 


0,653 I 


1,4 


0,756 


0,4 


0,678 


1,6 


0,762 


0,5 


0,695 


1,8 


0,766 


0,6 


0,709 


2,0 


0,770 


0,7 


0,719 


2,5 


0,777 


0,8 


0,727 


3,0 


0,782 


0,9 


0,734 


4,0 


0,788 


1,0 


0,740 


5,0 


0,792 


1,1 


0,745 

1 


6,0 


0,795 



Beispiel: In dem ersten Beispiel auf S. 307 war r = 0,529, und nach 
Bazin fc = 32,57, daher wird 

32,57 . 

In dem zweiten Beispiele auf S. 307/8 mit r = 5,297 war nach Bazin 
mit den Werthen unter a): fc = 53,8, daher wird 

53,8 



10 : Vq mcue — ~ 



53,8 + 14 



= 0,793 . 



d) Eintritt des Wassers in einen Kanal. 

Soil aus einem Teiche oder sonstigen Wasserbehaiter T 
(Fig. 320) durch einen Ufereinschnitt A C und einen anschliessenden 
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Kanal eine sektmdliche Wassermenge Q entnommen werden and 
ist auf eine LS.nge I ein Wasserspiegel-Gef&Ue h verffigbar, so darf 

Fig. 3'20. 




man nicht etwa voranssetzen, dass das Wasser im Kanal eine Tiefe 
AC annehmen werde. Vielmehr wird ein Theil hi des GeftUes 
beim Eintritte des Wassers in den Kanal dazu verbraucht, dem 
Wasser, das im Teiche fast in Rube war, die Kanalgeschwindig- 



2 



W 

keit w zu ertheilen ; es ist Aj = 3— , und erst der Rest h — hi 

dient zur tfberwindnng der Reibung im Kanal and darf, wenn darch 
ein gleichm3.ssiges Kanalprofil eine gleichformige Bewegang erzielt 
wird, gleichmS.ssig aaf die L9.nge I vertheilt werden. Da w noch 
anbekannt ist, so kann man die Rechnang folgendermassen darch- 

fahren : Das ganze Gef&Ue h zerlegt sich in A^ = ^ and den Theil 



1) 



2) 



I W' 



9 



r2g 



(s. Gl. 4, S. 302); es ist also 



w* 



I w' 



w 



^-2g^^r2g-2g 



I 



i + ^^|. 



W=^ 



Da far gleichf5rmige Bewe^ung^ 




ist, ergiebt sich aach: 



.=^(i+#i 



a(-a + ^K ™d 



3) 



a = 



Ph 
r + fil 
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Belspiel : Aus einem Behalter soil mittels eines Kanales (Fig. 32 1 ) von 
6™ Sohlenbreite, 2 m Tiefe und einem Boschungswinkel $? = 26,5^ (tgf, = 0,.i, 

Fig. 321. 




sin f> == 0,447) Wasser entnommen werden. Aaf Z^= 5000 m Lange steht ein 
Ge^le 7i = 1 m znr Verfugnng. 

Es ist li^= 2 • (6 4- 4) = 20 qm, t* = 6 + 2 • 2 : 0,44? = 14,95m, 
r = 20 : 14,95 = rund 1,3™. Dann wird nach Bazin (vergl. S. 304 und 306) 

0,000 35 \ J J •!. 0,0103 1 



/J=2i>(o, 



000 38 + 



I = 0,0108 



nnd damit a = 



1,3 / ^' ^ 1,3+54 5120* 

Demnach ist ol-1 = 0,977 m das auf den Eanal zu vertheilende Gefalle, wahrend 
7ij = 0,023 m zur Erzeugung der Eintrittsgeschwindigkeit w = 0.66^/g. dient. 
Der Eanal wird daher seknndlich Q = 20 • 0,68 = 13,6 cbm Wasser liefem. 



Fig. 322. 



e) Unj^leichfSrmige Bewegnng des Wassers in Fl&ssen 

and Kan&leu. 

Das §,assere Kennzeichen einer im Beharrungszostande be- 
fiodlichen angleichfOrmigen Wasserbewegnng ist, dass sich 
der Wasserquerschnitt F wohl an ein und derselben Stelle nicht 
9,ndert, aber an verscbiedenen Stellen eine ungleiche Qr5sse 
zeigt. Bei regelmilssiger Form des Wasserlaufes wird dann an ver- 
scbiedenen Stellen eines LSlngenschnittes die Wassertiefe t verscbieden 
gross, also der Wasserspiegel 
der Kanalsoble nicbt parallel 
sein. 

*Es l^sst sieb zeigen, 
dass in diesem Falle das 
Oef^lle der Oberfl&che 
das f&r die ^^^eit der 
Scbwere massgebende, 
wirksame Gefd,lle ist. 

Wir betracbten die zwiscben den Scbnitten A und B (Fig. 322) 
befindlicbe Wassermenge, die nacb einem Zeittbeilcben die Lage 
AiBi einnimmt. Es m5ge die an diesem Wasserkdrper wabrend 
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der Bewegung von A B nach Ai By verrichtete Arbeit der Schwere 
and des Wasserdrucks berechnet werden. 1st der obere Quer- 
schnitt Fi^ der untere F^ und nennt man AAi=^dxi^ BBi=^ dxoy 
so muss J\da?i = Fidx2 sein. Die Arbeit der Schwere ist offen- 
bar so anzusehen, als ob das Massentlieilchen 

m = —Fidafi= — F^dcc2 
9 9 

aus der oberen Lage mit dem Schwerpunkt S^ in die untere mit 
dem Schwerpunkt S^ gerAckt sei; diese Arbeit ist dann 

Die Vertheilung des Druckes fiber einen Querschnitt erfolgt 
nahezu nach den Begeln'ffir einen im Gleichgewichte befindliehen 
WasserkOrper, da der nach S. 270 zu beurtheilende vermindernde 
Einfluss der Beschleunigung gew5hnlich ausserordentlich unbedeutend 
ist. Dann treten am oberen und unteren Schnitte die Druckkrfifte 
yFi2/i bezw. yF^y^ auf, mit den Arbeiten yF^Vidxi bezw. 
— /-p23^2^^2» deren Arbeitssumme wegen mg ^ y Fidx^ = yF^doo^ 
sich auch schreiben iSsst: 

Addirt man diese zu 
obiger Arbeit der Schwer- 
kraft, so entsteht als Ergebnis 

mgh, 

also eine Arbeit entsprechend 
dem wirksamen GeAUe h, 
wie oben behauptet wurde. 

Bei der ungleichf5rmigen Bewegung zerfSUt das GefS^Ue z 
(Fig. 323) in einen Theil, der zur Geschwindigkeits-Anderung ?y, 
in W2 dient (s. S. 257), und in einen Theil zur tfberwindung der 
Kanalwiderstande (s. S. 302). 

Hat man daher fQr eine nicht sebr lange Strecke x eines 
Wasserlaufes das Geialle z der Oberflllche, die Neigung a der 
Sohle, die Wassertiefen ti und ^, oben und unten gemessen, und 
die diesen Wassertiefen entsprechenden Querschnittswerthe Fi, ui 
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bezw. F2, n^ ermittelt, so ist, wenn u, F und w die veranderlichen 
Werthe der Kanalstrecke bedenten, 

,2 



-(*-i^)+^ 



u w 

X 



g 2gl ' ^ F2g' 

Sind nun ti and t^ nicht viel von einander abweichend, so kann 
man in dem letzten Gliede fax u^ F and w die arithmetischen 
Mittel setzen, d. h. 

Bedenkt man nocb, dass 

Q Q 

0,=: FiWi = F2W2. also tt*! = ^7- , tt'o = -^r ist* 
so wird 

Q^ Q^ , o u^ + iH IQ , «\^ 1 



z = 



^^^^M+i) 



2ffFi^ 2ffFi^ ' '^ F1+F2 VJ-i Ft/ 8ff 

_^(J: ^ I s A'>h+^)(Fi+F,) \ 

2ff\Fi^ Fi^^*^^ ^Fi^F^ r 

Hierans ergiebt sich die sekandliche Wassermenge 



1) Q = 



V2ffz 



l/j 1 , ff^ (ui + u^) {F, + F^) 



Beispiel: In einemWasserlanfe von dem Bettqaerschnitte Fig.321, S. 316, 
sei an einer Stelle die Wasseriaefe 2i>, an einer am 300 k> stromabwSrts ge- 
legenen Stelle I,»sk>; das Oberflachen-GefSIle betrs^e fQr diese Strecke 0,i»>. 
Dann berechnet sich Mj = 14,»5™, JF", =20«n>; »2=14,7s, l^j= ISjjq"; 

r = im Mittel ' '' = rund 1 ,33 •» , daher y? = 0,oio« ; nnd 

n/ • 1 j_ft onA 29,67 -sa,* 

yiV ~ W^ + "'""" • ^"" • 4 • 20' • 19,3' 

Hatte man nur den oberen Qnerschnitt JFi berucksichtigt und die 
Bewegung als eine gleichmassige mit dem GefallverhSltnis a = 0,i : 200 = 0,ooo6 
angesehen, so hatte sich nach Bazin, S..304, mit r = 1,33 : A; = 42,9 , also 



w 



= 42.9 K J,33 • 0,0005 = 1,109 und ^ = 20 • l,io9 = 22,18 cbm 



ergeben. 
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Steht eine I9.ngere Strecke des Wasserlaafes znr Verfugang, so 
ist es r3,thlich, die Strecke in mehrere Theile zu zerlegen, in jedem 
Theile die erforderlichen Messongen aaszuf&hren and auf jeden 
Theil die Gl. 1 anzuwenden. Aus den so erhaltenen Werthen f&r 
Q nimmt man dann das arithmetische Mittel. 

Ist aber das Gef&Ue nicht fur jeden einzelnen Theil, sondem 
nnr f&r die ganze eingetheilte Strecke bekannt (Fig. 324), so kann 

Fig. 324. 




man aach nnr eine einzige Gleichmig auistellen, in welche die 
Samme der nach obiger Weise bereehneten Widerstandsh5hen der 
einzelnen Theile eingef&hrt wird; es ist dann 



2ff 



und damach 

2) 



Q = 



V^ffh 



r Fn' Fi^ 



+ Ifi-a! 



u 1 



FF 



darin bedeatet: 



Ifix 



u 



F F^ 



— Pi ^1 



4 2^122^2^ 






f) Stanh$he an Wehren nnd Brflckenpfeilern. 

Der Zweck eines Wehres ist, die Wasseroberflllche eines Baches 
Oder Flosses oberhalb des Wehres zn heben (anznstauen), am ent- 
weder fQr die Fldsserei and die Scbiffahrt gentlgende Wassertiefe 
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za erhalten, oder aber das angestaute Wasser zur Bew^sserung der 
angrenzenden LSindereien and zum Betrieb von Wasserkraftmascbinen 
(Wasserrftder, Tnrbinen) zu benntzen. Es wird zumeist ein Theil 
Q2 des angestanten Wassers mittels eines Betriebskanales abgeleitet, 
so dass dann von der ganzen sekundlichen Wassermenge Q des 
Flusses nur Q^ = Q — Q^ ^ber das Wehr fliesst 

Das Webr ist ein durch die ganze Breite des Flosses reicbender 
and uber die Flnsssohle sicb erhebender daminartiger Einbau. Liegt 
dessen Krone tiefer als die Wasseroberfl&che unterhalb des Webres, so 
heisst dieses ein Grundwebr, im anderen Falle ein Oberfallwehr. 

a) Grundwebr. Am Webre sei der Durcbflossqaerscbnitt zu 
einem Becbtecke von der Breite b znsammengezogen (Fig. 325). 
Die Webrkrone liege urn hi unter dem Unterwasser, dessen Tiefe 



Fig. 325. 




^^KsmBB^m^i^^is^sn^ss: 



^ssssmssss^ssBf^ 



■M 



K 








dicbt unter dem Webre t betrage, und h^ sei die H5be des Webr- 
kSrpers, so dass Aj -[- Aj = ^ ^^ ^^ Oberwasser sei durcb den 
Einbau des Webres um die Staubobe H geboben. Die Qescbwin- 
digkeit des ungestauten Wassers betrage Wy die des gestauten 
Wassers oberbalb des Webres c. — Den Einfluss der Zuflussgescbwin- 
digkeit c auf die Durcbflussmenge ber^cksicbtigt man dadurcb, dass 

man das Oberwasser um die Gescbwindigkeitsbobe h=-^ geboben 

denki Da die Webrkrone beiderseitig unter Wasser liegt, so tbeilt 
man die H5be der Durcbfluss5ffnung in zwei Tbeile, nSlmlicb U 



i 
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iind hi . Fflr S betrachtet man den Darchflnss als einen Ausfluss 
ins Preie, ffir Aj als einen Ausfluss unter Wasser. 

Dann ist die sekundl. Durchflussmenge fur den oberen Theil 
nach Gl. 7, S. 251: 



1) 



Qi = |/^i h y^9 {{S+ kf^ - k'l) , 



und far den unteren Theil, weil alle Punkte desselben unter der 
gemeinsamen DruckhOhe n-\-k stehen : 



2) 



q,"=fJu^hhiV2g{H + k). 



Fur die gesammte Durchflussmenge Qi =Qi' + Qi" gilt also: 

3) «i = 1^1 h Wg[{n + kf^ -k'^}-^ju^hhi V2g{H+k) . 

Nimmt man VsjUi = 0,57 und /Xg = 0,62 an, so wird 



4) 



A,= 



Q. 



0,(i2bV2ff{H+k) 
and demgem§83 



-0.92 



{H + k)''' — k'" 
VW+k 



5) 



^2 = Jf 



h,. 



Diese Qleichungen sipd nur gMtig, so lange sie ffir hi einen 
Werth > ergeben. Andernfalls muss die Wehrkrone sich uber 
das Unterwasser erheben, und man bekommt ein 0berfallwehr. 
Zur vorHufigen Untersuchung, ob das herzustellende Wehr ein 
Grundwehr oder ein 
XJberfallwehr sein muss, ^* 

pfiegt man h^^t also 
Ai = anzunehmen und 
k zu vernaQhldssigen ; 
dann ergiebt sich 

6) Qi^bfinHV2^ 

als Bedingung fUr ein 
Gfundwehr bezw. tjber- 
fallwehr. 

fi) Uberfallwehr (Fig. 326). Die Wehrkrone liegt uber dem 
Unterwasser, der Wasserabfluss erfolgt nur ins Freie. Nennt man 

Keeir, Mechanilc. U. 21 
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die Strahldicke fiber dem Wehre A, so ist nach Gl. 1: 

7) Qi==^^hV2}{{h + k)y*--0'}, also 

8) A = { '[f_ + A''-k, 
and demgem^s 

Beispiel: Ftir einen Pluss sei w= 1 m/s. , «=*2m, F= 24 qm, Q = 24«i»na. 
Mittels eines Wehres soil ein Aufstan um H= 0,5 m herbeigef&hrt werden, das 
Wehr soil 10 m Breite erhalten, auch sollen oberhalb des Webres 2cl>m abge- 
leitet werden, so dass nar 22cbm ijber das Webr fliessen. 

Die BediDguDg 6 wird: 

22 > 0,57 . 1 . 0,5 V^2 ^r • 0,5 = 8,m , 

d. b. es mass ein Grnndwehr erbaut werden. 

Fur die Gescbwindigkeit c oberhalb des Wehres gilt annahemd: 

1 • 2 22 c* 

—- = 0,73 und damit fur —- = k = 0,o3 "» . 




2-f0,5 24 ' 2g 

Dann wird nach Gl. 4: 

22 ^ 0,58»/» — 0,(»»/« ^ 

h, = , ^ 0,M \ _z j — = 0,6m. 

0,62. 10 y 2^.0,53 yo,53 

Der Wehrkorper muss also ^2 = * — ^ = l,4m Hohe erhalten. 
Bei Vemachl&ssigung tod k wtirde sich ^ = 0,67 m ergeben. 
Soil unter soust gleich bleibenden VerhaltDlssen eine Stauhohe H=2^ 
erreicht werden, so wird Bedingung 6: 

22<: 0,67. 10.21/2^.2 = 71,86, 
d. h. das Webr wird ein Uberf all wehr. Es ist nun 



1-2 22 
c = ^qp-^ '2^ = 0,46 und A; = 0,oiiin. 



GL8 Kefert: 



( 22 V/» 

^ 0,67 . 10 • 4,43 ) 

Die Hohe des Wehrkorpers wird dann ^3 = 2 + 2 — 0,9 = 3,i ». 
Bei Yemachlassigung yon k wiirde sich 

/ 22 \»/» 

^ = 7^ TK — A — I = 0,9 1 m ergeben. 

\0,57 • 10 • 4,43J ' ^ 

y) Stan durch den Einban yon Brnckenpfeilern. Werden 
in einen Plnss von der Breite B und der Tiefe t (Fig 327), 
welcher mit der Geschwindigkeit w die sekundliche Wassermenge 
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Q, ffihrt, Bruckenpfeiler eingebaut, welche die Durchflussbreite anf 
die Gr5sse b einschrSloken, so wird dadurch ein Anstan H Ter- 
ursacht. Es ist die f&r ein Grundwehr abgeleitete Gl. 3 zn benutzen, 
wenn man die HOhe des Wehrkdrpers gleich Null, also ^ = 0, 
hi =t and zngleich Q^ = Q setzt. 
Dann wird 

10) Q^^iu,bV2p[{H+ky/^^0*j + ju^btV2g{H+Jr:), 

mit 

(?2 Q 



k = 



2g' B{H+t)' 



Ist die znlSssige Staub5lie H gegeben, so kann man aus obiger 
Gleicbung die erforderliche lichte Weite b berechnen, wenn man 
noch, wegen tibereinstimmender Durcbflassverh&ltnisse, Mi^f^'=^^ 
setzt: 

") ^= .^-t2 ^-2 7=r- 

Die AoflOsang der 61. 10 

nach B ist nmstfindlich. Fig. 327. 

Prof. Dr. Mehmlce (Stutt- 
gart) hat in der Zeitschrift 1 — '■ — ^ 

Civilingenieur 1 889, S. 623, 
angegeben, dass, wenn man 

Q 



.di: 



BV2g 
Q_ 

fibV2ff 



= a 




p» 



= /ff 



b 



setzt, die Annaherungs- y^ N 
gleicbung ;j: 

12) -^H+t ^-^ . 



A 



B 

I 
I 
I 
1 



I 



benutzt werden kann. 

Fur Pfeiler mit spitzen Vor- und Hifiterk5pfen kann ju = 0,95, 
far stumpf abgeschnittene Pfeiler ju = 0,85 angenomraen worden. 

21* 
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. Beispiei: Ein Flass fuhre bei 2 m Wassertiefe und 50 "» Breite 100 cbm 
in der Sekunde. Auf welches Mafs darf die Lichtweite eingeschrankt werdeD, 
wenn eine Stauhohe -3"= 0,02™ zul&ssig ist? 

Es ist dann die Geschwindigkeit oberhalb der Pfeiler 

100 






50 . 2,02 



= 0,99 m und k = 0,05 » ; 



Gl. 11 giebt: 
6 = 



100 



0,96 . 4,48 Iy 0,07«''» - y 0,06«/> + 2 j/0,07 \ 



= 44,5 m . 



Berechnet man hiernach Gl. 12 mit den HUlfsgrossen a und /9, so 
liefert die linke Seite 2,oid, die rechte Seite 2,oi5; der Unterschied ist also 
unbedeutend. 

Bei gew5lbten Brilcken sind vorstehende 61. 10, 11 und 12 
nor fQr Wasserst^nde bis zur K9.mpferh5he anwendbar; bei Ein- 
taachniig der BrfickengewOlbe ist die N9.herangsgleichung 

13) Q=^U' F'V2ff{zo + k) 

sinngemSss zu benutzen (s. Gl. 2, S. 246, und das Beispiei S. 247), 



g) Stankarve nnd Stauweite. 

Will man erfahren, in welcher Weise der Stau oberhalb eines 
Wehres allm&hlich abnimmt, so benutzt man, in Voraussetzung 
einer regelm9.ss]gen 

Form des Wasser- Fig. :V28. 

laufes, ftlr die bier 
stattfindende ver- 
z 5 gerte Bewegung, 
den Bechnungsgang 
der ungleich- 
f5rmigen Bewe- 
gung des Wassers, 
wie auf S. 318. 

Unmittelbar oberhalb des Wehres (Fig. 328) betragt die Tiefe 

welcher ein Querschnitt i^i , ein benetzter Umfang ui , eine Ge- 
schwindigkeit % entspricht Wahlt man weiter aufwarts eine 
Tiefe ^, welche etwas kleiner ist ak t^ und bezeichnet die ent- 



ax^ 
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sprechenden Querschnittsgr5ssen mit F^ und uo , die Geschwindig- 
keit mit w^^ so ist: 



u %o^ 



<Mier 

Ist a die Neignng der SoUe des Wasserlaufes, so muss auch 
3) z = aa?, + <2 — <i = «•»! — ('i — t^i sein 

Vereinigt man diese Gleichung mit der vorstehenden and I9st nach 
Si auf, so ergiebt sich 

^*' ~ ^^ ~ Y'gX'F^ ~ T^l 



4) a>,= 



„ fi K + Ma) ( i^i + -Fa) Q:- 



als Abstand vom Wehre, in welchem die Wassertiefe U vorhanden 
ist Hierdurch liegt der Punkt P^ der Staukurve fest. 

Man wd,hlt dann wiederum weiter aufw&rts eine etwas kleinere 
Wassertiefe ^3 und sucht den zugeh5rigen Abstand x^ von der 
Stelle mit der Wassertiefe U, indem man aus Gl. 4 eine neue 
Gleichung bildet, deren Indices durchweg um eine Einheit grosser 
sind, und erhSilt damit einen Punkt P^ der Staukurve. Dieses 
Yerfahren w9.re so lange fortzusetzen, bis man an die Staugrenze 
mit tn = t gelangt. Durch die Verbindung der einzelnen Puhkte P 
ist die Staukurve bestimmt. 

L = a^i + a?2 + . . + ^n - 1 liefert schliesslich die gesuchte 
Stauweite. Da diese theoretisch ftir Ui = t im Unendlichen 
liegt (s. S. 328), und es in der praktischen Anwendung nur auf die 
Grenze der noch merkbaren Erhebung des Wasserspiegels an- 
kommt, so begnugt man sich zumeist mit der Ermittelung der 
praktischen Stauweite fur <„ — i= 1^^ bis etwa 3^™ (s. S. 334). 

Beispiel: Das Bett eines Wasserlaufes habe einen trapezformigen Qaer- 
schnitt nach Pig. 321, S. 316, mit einem Boschungswinkel f> = 26,5 '* (tg 9? 
= 0,5 , sin f> = 0,447) . Die Neigung der 6 ™ breiten Sohle betrage a = 1 : 5000 . 
Bei der urspriinglich gleichmassigen Bewegnng m5ge die Wassertiefe t = 2ra 
geweseA* sein; ..dem en tspricht 1^=20 q™, w = 14,95m, r=l,Jira und nach 



S. 306 /9== 0,0108, Z: = 42,7, dalier eine Geschwindigkeit i(; = 42,7 |/ t^ 



-"•■Vs^ 
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= 0,69» und eine Wassermenge (2=13^8«bm. Dnrch ein Wehr moge eine 
Stanhdhe H=0,b^ hervorgebracht seiD, so dass die Wassertiefe oberhalb des 
Wehres 2,&m betragt (Pig. 329). Es soil zunachst berechnet werden, in 
welchem Abstand x^ die Tief^ 
2,4 m ist? pijj j^20. 

Ptlr *i = 2,5 m wird F^ = 27,5 qm, 
t*i = 17,20 »n. 

Fur t, = 2,4 m wird F., = 25,92 qm^ 
M^ = 1 6,75 ra . 

Ftir diese Strecke ist daun 

F. +Fo 
r^ = ' ' — = =z= 1,6 ra tmd fii = 0,0098 . Hiernach folgt aus Gl. 4 : 




X 



' 19,62 \25,92-^ 27,5-^/ _ 



^ ^ 0,0098.33,95.53,42' 13.82 

0,0002 — 



= 854.7 ra. 



8 • 9,81 • 27,5-^ . 25,92- 

Nunmehr kann ermittelt warden, in welchem Abstande x.2 waiter ober- 
halb die Tiefe 2,3 m betragt? 

F -\- F 
Setzt man *, = 2,3 m , so wird F^ =24,38 qm , U:y = 16,29 m , r^ = /' ~[ ^ r 

= 1,5 und fi.2 = 0,0101 . 
Gl. 4 ergiebt 



Mo + U» 



0,1 



a;.. = 



13,8-^ / 1 1 \ 

19,62 \24,882 " 25,922/ 



0,0101 • 33,04 . 50,3 . 13,8- 



= 1001 m 



0,0002 



8 . 9,81 . 24,882 . 25,922 



In gleicher Weise bestimmt man die weitaran Punkte der Staukurva. 

Oleichnng der StanknrTe ffir einen rechteckigen Eanal von 
grosser Breite nnd geringer Wassertiefe. Fur diesen Fall l9,sst 



Fig. 330. 




sich die Qleichung der Staukurve folgendermassen entwickeln. Es sei 
b die Breite and t die Tiefe des ungestauten Wassers, also b*t== Fq, 



3g. Staukurve nnd Stauweite. 327 

ferner ann&hernd b = UQ, daher t^ Fozb auch finn&hernd gleich 
tq^ FqI uq (vergl. S. 302). H bedeute die Stauh5he am Wehre 
bei A (Fig. 330), j/ die StanhOhe nnd w die mittlere Geschwindigkeit 
im Abstand ^ vom Wehre; im weiteren Abstande da: sei die Stau*^ 
h5he y + dy (wobei dy negativ), und die Geschwindigkeit w + dw. 
Eommt auf die Strecke dx ein H5henanterschied dz des Wasser- 
spiegels nnd ein Gef&Ue a- da) der Sohle, so ist nach Gl. 1, S. 325: 

ta^ (w + dw)' , ^ u w^ ^ 

wdw , oU w'^ ^ 

Ferner ist nach Fig. 330 

dz=^ dy -^r OL-dx^ also 

(11 ijo \ t/O d 1/v 
a — ;8 r=r -jr— = Oder 
F 2gl g 



1) da; = — 



, wdw 
dy-\ — - 



n U W^ 

a — fi 



F2g 
Ans dieser Gleichnng kann dw entfernt werden; es ist 

Q . Qdy w , 

b{t + y)' h{t + yf t + y ^' 

also: wdw = ; — dy. 

t + y ^ 
Setzt man dies in Gl. 1 ein, so entsteht 

1 — 



w^ 



2) ^.. f^^y 

Mit wachsendem x nimmt die Wassertiefe t+y allmahlich 
ab, die Geschwindigkeit w daher allm9,hlich zu; somit verkleinern 
sich auf der rechten Seite der Gl. 2 mit zanehmendem x sowohl 
der Zahler wie der Nenner. Wird der Nenner zu Null, wahrend 
der zahler noch grosser ist als Null, so geschieht dies fClr 



F2ff' 
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d. h fnr diejenige Stelle, wo die Bewegung des Wassers eine gleich* 
fOrmige ist (s. Gl. 2, S. 302); dort ist 4^ = 0, d. h. die Stau- 
knrve hat sich dem utigestauten Wasser wieder angeschmiegi Ed 




bedeutet dies den gew5hnlichen Fall, dass der Stan sich nach oben 
hin nur allm9.hlich (ins TJnendliche) verliert, wobei die Staukurve 
ihre konvexe Seite nach unten kehrt (Fig. 331). 

Wird aber fur irgend eine Stelle, in 61. 2 der Z9,hler zu 
Null, wahrend der Nenner noch grSssser ist als Null, so wird 

dy ^ 
dx 

d. h. es steht an dieser Stelle {B^ Fig. 332) der Wasserspiegel 
(nahezu) lothrecht und bildet einen Wassersprung oder eine 



oo 



Fig. 332. 




Wasserschwelle. Dieser Fall wurde zuerst von dem Italiener 
Bidone 1820, spater aber auch von Jul. Weisbach (Freiberg in 
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Sachsen) in Kanalen mit grossem Gefttlverhaltnisse beobachtet. 
Es verschwindel also der Stau nicht allmahlich, sondern bei B 
plOtzlich, wenn daselbst 

Oder die GeschwindigkeitshShe gleich der h alb en Wassertiefe, und 
gleichzeitig 

F 

Wegen Gl. 3, und wMl annShernd — = < + y ist, muss a^^^l^P 

sein, damit ein Wassersprung entstehe; dies bedingt, wenn im Mittel 
J3 = 0,008 gesetzt wird, a > 0,004 
= 1 : 250 , d. h. ein ungewShnlich Fig. 333. 

grosses Gefailverhaitnis. , 

Die H5he des Sprunges l^sst 
sich nach Fig. 333 in folgender Weise 
annahernd berechnen: Es ist 



vt' = WQt^ ferner 

/ .. __ ^^ _ «V 

und daraus 




Aus dieser Gleichung folgt, in tTbereinstimmung mit Gl. 3, 
dass ein Wassersprung mit t'>^t nur dann entsteht, wenn 

2^ ^2 ''^• 

Urn nun die Form der Staukuf ve im Einzelnen zu erMren, 
muss man in Gl. 2 die Veranderlichen w^ F und u durcb y aus- 
drficken. Beziehen sicb t, Wq, Fq^ u^^ auf das ungestaute, gleich- 
massig fliessende Wasser, (t + y), w, F und u auf das gestaute 

Wasser, so ist w^ = Wo^-, — ; — r^, ferner nach den Begeln der 

(i + vr 

gleichmassigen Bewegung, wenn man wegen der grossen Breite 
u = VMo "^ h setzt, (gemass S. 327), 
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o- = -tf /. , xo » sonach mit — = t+y 



F2g {t + yf' 

Hiermit wird aus 61. 2 

dx= —dy — -. 3V Oder 



u + »)■ 



a 



{t + yf-2-^t^ 
5) _«d^==d3, _______ 

Bebufs der Integration ist auf der rechten Seite eine Zerlegung 
in Theilbrticbe erforderlich, jedoch muss, weil der Zahler nach y 
von demselben Grade ist wie der Nenner, durch theilweise Division 
erreicht werden, dass der Zahler von geringerem Grade wird. Fugt 
man im Zahler (— t^ + i^) hinzu, so entsteht nach einmaliger Division: 



— adx=^ dy 



l+ (, + 3,)3_,3 j Oder 



6) -ada^^dy+[l-^)j ^^'^^,_^, dy. 

Weil («+y)' — <^=3f''y + 3*y-^ + y'^ = y(3«2 + 3*y-f y2) bt, so 
kaim der letzte Bruch geschrieben werden 



(t + yf-t^ y(3<2 + 3«2/ + y'') * 

Die Zerlegung dieser gebrochenen Funktion iu Theilbriiche muss, weil die 
Gleichnng 3^^ + 3 *y + 2/^ = imaginare Wurzeln hat, in der Form geschehen: 



y(3«-^ + 3*y + y«) y ' W' + Uy + y'' 
Nach Fortschaffung der Nenner wird hieraus 
7) t^ = U^A'irUAy + Ay^-irPy'' + Qy. 

Soil diese Gleichnng fiir jeden Werth von y bestehen, so muss zunachst stattr 
finden fflr y = 0: *' = 3f^J., d. h. A = ^/^t, Ebenso ergiebt die etste Abge- 
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leitete der Gl. 7 nach y\ = 3«J. + 2^y + 2Py + Q nnd fftr y = 0: 
e = — 8 * ^ = — *2 . Die zweite Abgeleitete = 2 ^ + 2 P giebt schliess- 
lich P = — J. = — 1/3 * . Hiernach wird 

t^ i 1 Vzty^t^ 

Nun kann man Gl. 6 schreiben: 

Das Differential des letzten Nenners ist aber (3*+2y)<iy, daher zer- 
legen wir den letzten Z abler in 2y + 3* und 3<, urn zu erhaltenT 

^^ -adx = dyJr[\—j]t[-^-—^ 3e^4-3^3/ + y'^ ^^ 



2 3e-^ + 3<y + y' 



) 



Setzt man zar Integration des letzten Gliedes rorfibergehend y:=ie-\-a, so 
wird 3<3 + 3<y + y^ = 3«2 + 3t« + 3«a + «24-2a« + a2; soUen nnn die 
Glieder mit dem Faktor z rerschwinden, so mnss 3< + 2a=0, d. L a= — ^jit; 
g = if.\-yit sein. Dann wird St^ + Bty + f = 3P — Vit^^ + V*t^ + ^^ 
== »,/* <'^ + «'^ nnd 



10) 



11) 



dy _ dz __2 ,/ X 2£_\ 

Die Integration der QL 9 ergiebt dann mit Benutzung Ton 61. 10: 
aa;=-y+(l--^)t|-lly + il(3«» + 3ty+y^) 



+ ^ arc tg f-l^ ^ + VTU + 



Const 



' — rz:^ arc tg ( — -r- , 

1/3 li/y* /; 

Vereinigt man in dem Klammeransdrucke die beiden Logaritbmen, indem man 

^ 1 ^12 .111 

3 ^ ' 6 ^ 6 y* 

setzt, und fnhrt zur Abklirzung die Bezeichnung 

ein (s. die Tabelle auf S. 333), so wird 

1?) e<«=-y+(l-.^) «./•(!)+ Const. 
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Weil nun der Abstand x vom Wehr aus gemessen ist, wo y = JT, so wird 

= -ir+(l--^)^/*(^) 4- Const. 



sonach schliesslich darch Abziehen 



14) 



fix= H — 3/ + (l 



^ 



?)'WD-/f)) 



Kommt oberhalb des Wehres kein Wassersprung vor, ist also 
«<: V2/? und daher in Gl. 14 der Faktor fl ^J > 0, so er- 

giebt sich fur 3/ = 0, weil nach Gl. 12 far ^ = die / [^] = 00 

wird, die Strecke a? = 00 ; d. h. in diesem meist vorkommenden Falle 
erstreckt sich die Wirkung des Staues nach oben hin ins Unendliche: 
die Staukurve schmiegt sich nach oben hin dem ungestauten 
Wasserspiegel asyniptotisch an. In diesem Falle hat Gl. 14 unbe- 
schrankte Gultigkeit fiir die Staukurve oberhalb des Wehres, d. h. 
foiT y^H (der Stauh5he am Wehre). 

Kommt aber wegen a>V2/? ein Wassersprung vor, steigt 
also an einer Stelle das Wasser plOtzlich von der Tiefe t auf die 
grOssere Tiefe t' an, welche nach Gl, 4 zu berechnen ist, so gilt 
Gl. 14 nur von dem Wehr aufwarts bis zum Wassersprunge, dessen 
Lage man mittels GL 14 berechnen kann, indem man 3/ = ^' — t 
setzt. 

In dem Grenzfalle ol=^I2^, zwischen den beiden vorstehend 

2a . 



erorterten Fallen, wird in Gl. 14 der Faktor (l 
daher einfach 



p 



15) ax=^H — y\ 

die Staulinie wird eine wage- 
rechte Gerade BC (Fig. 334), 
und geht in den ungestauten 
Wasserspiegel nicht durch 
allmahliche Anschmiegung, 
sondern mittels eines (ein 
wenig abgerundeten) Knickes bei B uber. 



Fig. 334. 




"•^^ 
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Die Grossen / (y 1 , welche in die Gl. 1 4 einzusetzen sind, 
k5nnen aus folgender Tabelle entnommen werden: 

Tabelle zar Bereehniiiig der Stankarven. 



y 
t 


/(f) 


y 

t 


/f 





oo 


Vs 


1,3866 


0,01 


2,3261 


V4 


1,3267 


0,02 


2,0983 • 


V:^ 


1 ,2539 


0,03 


1,9664 


\2 


1,1616 


0,04 


1,8738 


2/3 


1,1050 


0,05 


1 ,8026 


1 


1,0387 


0,06 


1,7451 


1,5 


0,9890 


0,07 


1,6970 


2 


0,9632 


0,08 


1,6556 


2,5 


0,9482 


0,09 


1,6196 . 


3 


0,9384 


0,10 


1,5875 


3,5 


0,9317 


0,13 


1 ,5092 


4 


0,9270 


Ve 


1,4538 


oo 


0,9080 



Die Bereehnung der Tabellenwerthe m5ge beispielsweise Itkr 
^ = 1 



t 



gezeigt werden. 



Hierfiir ist nach Gl. 1 '2 : 



f{j]==l^i^-'^^+^'^ + ^^+^[j^'^''^ [ 



y% 



' i+K3 



yi 



1 



= — • 2,302 685 • log 61 4" 0,577 35 aiC tg 2.0307 . 
O 



Der Tangente 2,0207 entspricht ein Winkel von Go** 40', ein Bogen 
= 1,111198. Daher wird, well log 61 = 1,785 330 ist: 

/■(l/i) = 0,685 145 7 + t',*77 35 • 1,111 198 = 1,3267 . 

Beispiel 1: Die Breite eines naheza rechtwinkligen Wasserlaufes sei 
6= 100 m, die Tiefe des imgestauten Wassers * = 2mj die Stauhohe am 
Wehre JI= 0,5^1, das Gefallverhaltnis a = 0,ooo2 . Die mittlere Tiefe oberhalb 
des Wehres betragt (2 + 2,5) • 0,5 = 2,26 m , daher ist im Mittel r = 225 : 104,5 
= 2,15™; das giebt rand ;^ = 0,009 (vergl. S. 306). 
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£s ist y = -,/•(— 1=1,3267. 

Ferner wird 1 s- = 1 ^ = Oi^sss • 

P 0,0"9 

Setzt man nun yj = 0,4n» = 0,it = V**? so ergiebt sich nach vorstehen- 
der Tabelle ^(0,3) = 1,S866, mithin nach GL 14: 

X^ = 5000 {0,5 — 0,4 + 2 . 0,9668 (1,»866 — 1,3267)| = 1072 « . 

Da die Tabelle zwischen ^ = nnd ^ = 0,25 13 Wertheenthalt, so kann 

man ans ihr 13 Punkte, also ansser dem soeben berechneten (a;^, ^j) noch 12, 
leicht ableiten. 

Bemerknng. Geringe Stanhohen, die nicht grosser sind, als die ge- 
w5hnlichen kleinen welligen Unebenheiten der Wasseroberflache, pflegt man 
znmeist unbeachtet zu lassen, so dass sich dann statt der ideellen Stauweite 
= ooeine endliche, etwa dem Werthe yo = 0,oi^ entsprechende, begrenzte 
Stauweite Xq ergiebt (s. S. 325). 

Ftlr vorstehendes Beispiel ergiebt sich mit y^ = 0,oi • 2 = 0,o« m : 

aJo = 5000 { 0,6 — 0,03 + 1,9112 (2,826l — 1,8267)}= 11950m. 

Zwischen y^ = 0,4 und yo = 0,o2 m soUen hier nur noch y.^ = 0,8 m s= 0,i t 
and yg = 0,i »n = 0,o6 1 berechnet werden. Dann ist 

X.^ = 5000 |0,5 — 0,2 +1,9112 (1,6876 — 1,8267)} = 3902 « , 
0:3 = 5000 |0,6 — 0,1 4- 1,9112 (1,8026 — 1,8267)}= 6547 m. 

Diese Staukurve ist in Fig. 331, S. 328 gezeichnet; die LSngen sind in 
1 : 200000, die Hdhen in 1 : 100 dargestellt. 

Beispiel 2: Ein gemauerter rechteckiger Eanal von 5= 0,826 m Breite 
babe eine Sohlenneigung a ==0,028. Es bewege sich darin Wasser gleich- 
formig mit einer Wassertiefe ^ = 0,o64m and einer sekundlichen Wassermenge 
Q = 0,0851 cbm J dann ist mit F= 0,826 • 0,o64 = 0,o208 qm 

Wq = 0,086 1 : 0,0208 = 1 ,688 " 
^ = 0,l46m, 

d. h. bedeutend gr5sser als die halbe Wassertiefe; mithin ist als Folge einer 
weiter unten bewirkten Anfstauung ein Wassersprung zu erwarten. Fur dessen 
Hohe liefert Gl. 4 : 

t' = 0,073 + )/ 0,146 . 0,064 + 0,073^ = 0,194 m . 

In Wirklichkeit war nach der Messung Bidone's, der an diesem Kanale 
Versuche anstellte, f = 0,i89, was also gut libereinstimmt. 

Es werde fUr die weitere Rechnung f = 0,i9, also die Stauhohe dort zu 
y^ =- 0,19 — 0,064 = 0,126™ angenommen. 
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Die grosste Stanhohe wnrde za £r=0,8iem gemessen. Bann kann man 
die Entfernnng Xq des Sprnnges von dem Orte der grossten Stanhohe nach 
Gl. 14 berechnen. Es ist (gemass S. 330) 

2g_ V_ 0,i45'2 _ 

fi ~~ gt" 0,064 ~" '*' 
H 0,216 „ Va 0,126 , - 

T = ?r— = 3,375 ; ^==-^ = rnnd 2. 

5 0,064 t 0,064 

/ (— I =/*(3,375) wird dnrch Interpolation aus der Tabelle S. 333 erhalten zn 
0,9334 , mithin 

0,023 Xq = 0,216 — 0,126 — 3,6 • 0,064 (0,9632 — 0,9334) 

und a?o=^3,8m, wfthrend Bidone's Messung etwa Xo = S,5^ ergab. 
Fftr -^ = 3 Oder ^1 = 0,192 wird 

0,028 • Xi = 0,216 — 0,192 — 0,224 (0,9384 — 0,9334) 

mit a?i = 1 m . 

Flir -7^ = 2,6 Oder y2 = 0,i6m wird 

V 

'. 0,028 X.2 = 0,218 — 0,16 — 0,224 (0,9482 — 0,9834) 

mit a?2 = 2,3n». 

Dieser Wasserspmng ist in Fig. 332, S. 328 gezeichnet; die Langen sind 
in 1 : 100, die Hohen in 1 : 20 dargestellt. 



4. Druck stromenden Wassers gegen feste Korper; 
Widerstand des Wassers gegen bewegte Korper. 

Bei scheinbarer (relativer) Kuhe des Wassers gegen einen in 
dasselbe eingetauchten festen K5rper, heben sich die wagerechten 
Seitenkrafte des Wasserdrucks 
gegen den Kdrper auf. Fig. 335. 

StrSmt aber das Wasser mit 
einer Geschwindigkeit w 
gegen den rubenden ECrper 
(Fig. 335), so werden die 
einzelnen, ohne Anwesen- 
beit des K5rpers parallel 
verlaufenden Stromftden ge- 
zwungen, den KSrper zu um- 
fliessen, sicb in gekrummten 
Bahnen zu bewegen, wozu 
Krafte erforderlich sind. Das Wasser staut sich an der Vorderseite una 




/ 
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hi auf, wd,hrend an der KQckseite eine Yertiefung A2 entsteht; es er- 
folgt daher auf der Vorderseite eine VergrSssorung, auf der BQckseite 
eine Verminderung des Druckes gegenuber dem Buhezustande urn 
Pj bezw. P2. Die Gesammtwifkung der StrOmung besteht daher 
in einer Kraft D im Sinne der Oeschwindigkeit w, nnd zwar ist 



1) 



2> = Pi+P2. 



Der Verlauf der Strom^den ist theoretisch nicht festzustellen. 
In Anlebnung aber an die Formel far den Drack eines Wasser- 
strahls gegen einen festen K()rper (S. 279) kann man setzen: 



2) 



«;2 



^i^C.p'J'o-? P^. = ZiyF- 



9 



2^' 



'^9' 



wenn y die Dichte der Fltissigkeit, F den grSssten Querschnitt des 
eingetauchten Theiles des festen KCrpers, rechtwinklig zur Oeschwin- 
digkeit w gemessen, and C eine von der Form des Kdrpers abhS.ngige 
Zifi'er, bedeaten. Fur ein Prisma mit ebenen, rechtwinklig za w 
stehenden Endfldchen kann mit einiger 
Wahrscheinlichkeit ^1 = 1 gesetzt, 
d. h. angenommen werden, dass die 
Drackvermehrung P^ an der Vorder- 
seite einer DrackhShe 

,2 



Fig. 336. 



A.= 



,27 




entspricht, w^hrend C2 von der Lange I 
des Prismas, in der Stromrichtung 
gemessen, abbS,ngig ist. 

Bei einer dannen Platte (Fig. 336) ist die Drackverminderang 
an der Backseite am st^rksten; man setze etwa f&r 

I 



Vf 



== 0,03 1 



2 



6 



(^2 = 0,86 0,46 0,35 0,33 0,34 . 

Die Gesammtwirkung der Str5mang auf einen prismatischen 
KSrper kann also geschrieben werden: 



3) 



i> = ^yF-, 



w 



^ff 
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0,10 

1,10 



0,10 
1,10. 



mit C==C} +C2; es ist dann fur 

-—= = 0,03 12 3 6 

Vf 

^=1,86 1,46 1,35 1,33 1,34: 

Der Widerstand ruhenden Wassers gegen prismatische, mit 
der Oeschwindigkeit w in der Kichtung der Prismenachse bewegte 
KOrper ist ebenfalls nach den Gl. 1 — 3 zu beurtheilen. Es waren 
dafQr sogar die gleichen Ziffern zu erwarten; aus noch unbekannten 
Orunden ist aber die Ziffer C2 kleiner, w^hrend Ci ebenfalls = 1 
gesetzt werden kann. Es ist fdr 

— ^^= = 0,03 13 6 

Vf 

^ = 0,43 0,17 
C= 1,43 1,17 

Hat die vom Wasser getroflFene Platte (Fig. 337) selbst eine 

Geschwindigkeit c?, so kommt fur den Druck N gegen die Platte, 

der bei VernachlS^sigung 

von Beibung and AdhSsion 

nur rechtwinklig zur Platte 

sein kann, die scheinbare 

(relative) Geschwindigkeit 

u des Wassers gegen die 

Platte in Frage. Bildet 

diese mit der Platte den 

Winkel e, so hat die Seitengeschwindigkeit w cos e des Wassers 

parallel zur Platte 

keinen Einfluss; es ^^- ^^^• 

wird der Druck N 
nur durch die 
Seitengeschwin- 
digkeit u sin € 
rechtwinklig zur 

Platte bedingi 

Ist wiederum i^ die Gr5sse der Platte, so wird auf Grund der G1.3: 



Fig. 337. 







IS 



\ 



It 




.J. 



I 




4) 



N = ^yF—^ 



9 



Ist ein prismatischer K5rper (Fig. 338) vom und hinten durch 
je einen Eeil mit lothrecliten Seitenebenen und den halben Eeil- 



Keek, Ueehanik. n. 
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winkeln s^ bezw. e^ zngeschslrft, so wird, well die eine Fld,che des 

F 

Vorderkeils die GrSsse 77—^ hat, der Normaldruck gegen diese 

2 sin f 1 

^^ 2 sm €1 2 ;/ ^ 

Diese Kraft kann man zerlegen in eine Querkraft H^ die dorch die 
entgegengesetzte, von der anderen Eeilfl&che herruhrende, aufgeboben 
wird, und in eine L3.ngskraft 

F w^ 

if 

Weil die zweite Flacbe des Vorderkeils eine ebenso grosse, gleich- 
gerichtete Kraft liefert and beide zusammen die Drackyergr^^sserung 
Pi an der Vorderseite (in Folge der Str5mung) bilden, ist 

5) Pi-^SiyF^sin^e,. 

Gegentiber 6L 2, wird also durch den Faktor sin%i die Ver- 
minderong der Kraft P^ durch die Znsch^rfung der Vorder- 
seite ansgedrUckt. 

Die ZuschS,rfang der B&ckseite hat einen 3.hnlich verkleinernden 
Einfluss auf die Kraft P2, so dass man 

6) P^ = f:<,yFf-Jx^H^, 

mithin den Gesammtdmck des bewegten Wassers gegen den KOrper 

7) 2> = (Ci sin -^Ei + C2 sin ''B^)yF 

^9 

setzen kann. 

Ftir €1 = €2 = 45® wird z, B. 

1 IJffl \ w^ 



W^ 



also bei— 7= = 6, mit C=l,i: 

V F 



vfl 



D-=OfibyF-^ . 

^9 
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Wfirde unter sonst gleichen Umstanden s^ = 90®, der K5rper also 
hinten nicht zugescMrft sein, so erhielte man 



w 



w 



t/ if 

wahrend €i = 90®, fo^^S®, d. h. ZuscMrfung nur am hin- 
ieren Ende, 

2> = (1 + 0,055) y F^ = UhbyF^ 

liefern wtirde. 

Sind Vorder- und Hinterflache des KSrpers gekrummt, so 
wendet man die vorstehenden Bechnnngen auf ein als eben be* 
irachtetes Flachentheilchen an nnd findet den Gesammtdruck D 
dorch Integration. 

1st die Vorderflache eine Cylinder fl ache vom Halbmesser 
r und der H5he A, so wird (Fig. 339) far ein Flachentheilchen 
dF=^ds'h derselben, welches mit w 
den Winkel ^ bildet and die Mittel- 
ponkts-Eoordinaten x and ^ hat: 



Fig. 339. 



8) 



dN^Ci/dF 






Oder, Venn man zur AbkQrzung 






setzt: 




dN^p^dFsin^^. 

Die Seitenkraft in der Bichtung von to 
wird dann: 

9) dPi=pidi^8in3i?, 

w&hrqnd die andere Seitenkraft d H ohne Bedeatang isi Weil nun 

dF=^h'dsy sind= — =-^ und x^==r^ — v^ ist, so wird 

r ds . 

Far die halbcylindrische Yorderflache hat man y zwischen den 
Grenzen y = — r and y = + r oder doppelt von y = bis y = r 
zu nehmen, mithin 

22* 
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Da nnn die QuerschnittsflSche des Kfirpers F=2rh ist, 30 wird 



10) 



.'/,t,F~ 



■C,.;-f., 



■'s 




d. b. es wird in Folge der halbcjlindrischen Abrnnduog, der 
tfberdnick J^j gegenflber dem anf eine ebene F15che F (QL 2)^ 
aaf ^3 verkleinert — FQr einen Volleylinder (Fig. 340) ist dann an 
der Rilckseite ebenso der MiDderdmck 

Fig. 340. 



fa = ^J'n~ bedeutet, 
daber der gesammte Drack 

Ist die Vorderfla^be des Kfirpers eine Halbkngelfl&cbe, 
80 wird, wie fttr den Cylinder {Gl. 9) 

dPi=pidFsm^^. 
Da nnn & f&r alle Tbeile der Engelzone QQ, (Fig. 341) Am 
gleicben Wertb tiat, so kann als dF sogleich die ganze Zone 

dF'=2}tydg= 2rndx, 
(w^en ds = dai-r:y) eingefuhrt werden. 
Dann wird mit 



Dies giebt, fur die Halbkngel zwiscben 
den Otenzet) « = nnd x = r integrirt: 



Fig. 341. 



12) 



pi-—^\ar'dx 




d. h. die halbkngelfQrmige Abmndnng vermindert den tlber- 
drnck P, gegenQber dem fQr eine ebene Fl^e anf die H&lfte. 
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Fur eine Rngel ist dann an der Ruckseite ebenso P2 = Va P2 F^ 
4aher der gesammte Druck 

13) ^ = h^=l^^^f,- 

Soil die Kraft 2> die Kugel in ruhendem Wasser mit der 
Geschwindigkeit w gleichmassig bewegen, so ware (wenn man . die fur 
Prismen gefundenen Zahlen auch hier anwendet) nach S. 337, mit 

I _ 2r _ 

C= 1,16 zu wahlen. Hiermit wtirde dann 

f/72 

2> = o,58ri^o-, 

wahrend Versuche im Mittel die Zififer 0,54 statt 0,58 ergeben haben. 

5. Ausfluss der Gase aus GefSlssen, bei geringem 

Uberdruck. 

Innerhalb eines grossen Gefasses (Fig. 342) befinde sich ein 
-Gas unter dem Dnicke pi und der absoluten Temperatur T^ ; dann 
ist dessen Dichte y^ bezw. dessen Einheitsraum v^ (Gl. 1, S. 212) 
auf Grund der Zustandsgleichang 
(Gl. 6, S. 220) bestimmt: Fig. 342. 

Ausserhalb des GefSsses herrsche der 

Druck p. Dann kann man, falls ^y'-V 

nicht viel gr5sser als 1 ist, annehmen, 

/dass das aus einer kleinen Offiaung F 

strCmende Gas beim Ausstr5men den Druck 'p annimmi Mit 

dieser Druckverminderung ist nicht allein eine Verminderung der 

Dichte, sondern auch eine Verminderung der Temperatur verbunden. 

Bei nur geringem Unterschiede der Driicke 'pi und p m5ge aber 

die Dichte- Verminderung einstweilen unberucksichtigt bleiben, also 

angenommen werden, dass das Gas mit der Dichte y^ auch zum 

Ausflusse gelange. 

Unter dieser Annahme verschwindet der wesentliche Unter-- 
schied zwischen Gasen und tropfbar-flussigen K5rpern, und es kann 
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nun wie fflr den Ansfluss des Wassers anch fur den Ausfluss der 
Oase die Gl. 6, S. 242 angewandt werden, welche wegen der Klein-^ 
heit der Offnung F lautet: 



-pAi 



w=-\l 2g\h + ^ 



Der Druck p^ nimmt wobl ira Ge&se von oben nach unten 
etwas zu, jedoch sehr unbedeutend. Bezeichnet man mit pi den 
Druck des Gases in der H5he der AusflussDffnung, so ist in obiger 
Gleichung A = zu setzen, die nicbt unmittelbar zu messende 
Dichte Yi nacb Gl. 1 einzuftihren, und ebenso wie beim Ausflusse 
yon Wasser, eine Gescbwindigkeitsziffer (p hinzuzuftlgen, welcbe nach 
G rash of (Theoretische Mascbinenlehre, 1. Band, S. 585) auf Grund 
Weisbach'scher Versuche zu etwa 

2) 9? = 0,98 

angenommen werden kann. Hiernach wird 

Bei der Berecbnung der sekundlicben Ausflussmenge ist noch 
zu berficksichtigen, dass beim Ausflusse von Gasen, aus denselben 
Grunden wie bei Wasser, im Allgemeinen eine Einschntirung vor- 
kommt, dass der Strahlquerschnitt also = a i^ zu setzen ist. 

Bei kreisf5rmiger Ofinung in dtinner Wand kann 

a = 0,65, 
mithin die Ausflussziffer 

gesetzt werden. 

Bei Gasen pflegt man die sekundliche Ausflussmenge in Kilo- 
grammen auszudrticken, weil bei der Angabe nach Eubikmetern 
stets noch die Dichte ausserdem anzugeben wSLre, um die Ausfluss- 
menge bestimmt zu kennzeichnen. 

Die sekundlich ausfliessende Gewichtsmenge ist dann 

G^yia*F'W oder 



Diese Gleichung gilt aber nur fur sehr geringen tJberdruck. 
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Beinpiel: Der AusseBdruck ^j betrage 1 at, entsprechend einer Qaeck- 
silbersaule von 735 m™ (s. S. 226). Ib einem Gefasse befinde sich Luft von 
ty = \0^ a Oder T, ==283o und einem Drucke i?i = 765 mm QuecksUbersanle. 
In der Gefasswand befinde sich ein rundes Loch von 1 qcm = 0,oooiqm Grosse. 
Es sollen die sekundliche Geschwindigkeit und Gewichtsmenge der ans- 
strSmenden Lnffc berechnet werden. Mit JB = 29,?7 (s. S. 220) und ^ = 0,98 
wird nach GL 3: 



w 



0,981/ 25f . 29,27 . 283 (l - Zgj = 78m/3. . 



10000 765 , 
^'^ ^^=25;ir283 735 = ^'"^^ 

und a = 0,66 ergiebt sich nach Gl. 4 : 

Gr = 1,2665 • 0,6ft • 0,0001 • 78 = 0,00637 kg/s. . 



6. Specifische WSrme; Zustandsanderungen der Gase. 

Die Temperatur eines KQrpers, also aach eines Oases, kann 
man erhOhen, indem man dem E5rper, etwa mittels einer Heizung, 
Warme zuffihrt. Die Menge der Warme wird nach Warmeeinheiten 
gemessen. — Unter einer Wftrmeeinheit (WJE) versteht man in 
der Technik diejenige Warmemenge, welche n5thig ist, am 
1^« Wasser unter 1** Druck von 0** C. auf 1** C. zu erwarmen. 
Die nach Warmeeinheiten gemessene Warmemenge wird mit Q 
(Quantum) bezeichnet. 

Die Anzahl der Warmeeinheiten, welche 1^ irgend eines 
Stoffes erfordert, um dessen Temperatur um 1^ C. zu erhdhen, 
heisst die specifische W&rme oder die WArmekapacitftt dieses Stoffes. 

Die specifische Warme eines Gases zeigt sich verschieden, 
je nachdem das Gas bei der Warmezuf&hrung 

1. in einem GefSsse von unveranderlichen Eauminhalte v fest- 
gehalten wird, oder aber 

2. sich unter einem unveranderlichem Drucke p (etwa dem 
eines belasteten, reibungslosen Eolbens) auszudehnen vermag. 

Die specifische Warme ftir unveranderliches specifisches Volumen 
V, also auch fur unveranderliche Dichte 7 = 1 : v (s. S. 212), werde 
mit c^ diejenige f&r unveranderlichen Druck p mit ci bezeichnet 
Beide sind fUr ein bestimmtes Gas feste Werthe, unabhangig von 
der Temperatur. 



344 



Zweite AbtheilnDg. B. Bewegnng fitissiger Korper. 



Die durcb Versuche ermittelten GrOssen c und c^ haben ergeben, 
dass ftlr ein bestimmtes Gas stets c<ci ist. So ist z. B. fUr 
atmospbarische Luft <? = 0,1684; cy =0,2375. — Man erklart diese 
Erscheinnng daraus, dass bei der Temperaturerh5hang unter gleich- 
zeitiger Aosd^hnnng des Gases, etwa durcb Verscbiebang eines das 
Gas abschliessenden Eolbens, von dem Gase auf diesen Eolben eine 
mecbaniscbe Arbeit tibertragen wird, dass also diese Ausdebnungs- 
Arbeit einen Theil der zugeffthrten Warmemenge erfordert, wahrend 
der noch verbleibende Rest der zugefubrten Warmemenge zur 
ErbObung der Temperatur, d. b. zur Vermebrung des ,inneren 
ArbeitsvermOgens des Gases verwendot wird. 

Befindet sicb 1 ^ Gas in einem Cylinder (Fig. 343) vom Quer- 
schnitt F und ftlUt es in diesem eine H5be a; aus, so ist sein 
Eauminbalt 

Das Gas tibt auf den Eolben eine Eraft 
p • F aus. Bei einer Verscbiebung des Eolbens 
Mm dx nacb oben, ubertragt das Gas an den 
Eolben eine Arbeit 



Pig. 


343. 


WM'M'ymy/M'M:/,yM 


'p.F 



X 



^ ^ 



Oder mit F-dx = dv^ 

1) d^=^p*dv. 

Dies ist die Ausdebnungsarbeit bei einer unendlicb kleinen Ver- 
gr5sserung des specifiscben Volumens. Zwiscben dieser Arbeit und 
der auf sie verwendeten Warmemenge dQ bestebt nacb den Lebren 
der Pbysik ein festes Verbaltnis. tJberbaupt sind Warrae und 
Arbeit gleicbwertbig. Mag Warme Q in Arbeit % umgewandelt 
werden, wie bei der Dampfmascbine, der Heissluft- und Gaskrafk- 
mascbine, oder mag ausseres Arbeitsverm5gen % in Warme Q 
flbergeben, wie bei der Beibung oder beim Stosse (s. 1. Tbeil, 
2. Aufl., S. 269 und S. 141), — immer bestebt zwiscben beiden 
das feste Verbaltnis: 
3) Q=^A%. 

Der Festwertb A heisst der Warmewertb der Arbeits- 
einbeit, und bezeicbnet die Anzabl der Warmeeinbeiten, die durcb 
1 ™k» erzeugt werden k5nnen ; — der reciproke Wertb 1 : A beisst der 
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Arbeitswerth der WSlrmeeinheit, und bezeichnet die Anzahl 
der Meterkilogramme, die mit 1 ^^ gleichwerthfg sind. 
Messungen der verschiedensten Art haben ergeben: 

1 WE 1 

Der WS.rmezustand oder innere Zustand eines Theilchens eines 
K5rpers, insbesondere eines Gases, ist bedingt durch seine Temperatur 
tj seinen Druck p und sein specifisches Volumen v, von denen aber 
zwei die dritte bestimmen, weil zwischen ihnen eine festie Beziehung 
die Zustandsgleichung t =/ (p, v) besteht, welche far Gase 
mit r= 273 + ^ nach S. 220 die einfache Form hat: 

JB i^t fur jedes Gas ein besonderer Festwerth, ausgedrtickt durch; 

Wenn man verschiedene Gase auf gleiche Temperatur, z. B. den 
Gefrierpunkt des Wassers ^o = 0^ oder Tq = 273^, und auf gleichen 
Druck, z. B. den Atmospharendruck p^ = 760 "™ Quecksilber^aule 
bringt, so ist B verh^ltnisgleich mit den diesem Zustande ent- 
sprechenden specifischen Volumen vq, oder umgekehrt verhaltnis- 
gleich mit den entsprechenden Dichten y^ der verschiedenen Gase. 
Da unter dieser Voraussetzung ffir trockene atmosph§.rische Luft 
(nach S. 220) ro = 1>2932 und B = 29,27 ist, so ergiebt sich fftr 
Wasserstoff mit ^^0 = 0,08957 dessen Festwerth zu: 

29.27 • 1.2 932 ^^gg^^ 
0,089 57 

Nach dem Vorstehenden, besonders nach 61. 4, bestimmen p 
und V schon yollstS.ndig den WS^rmezustand eines Gastheilchens. 

Es soil nun die W§.rmemenge berechnet werden, die man 
einem Kilogramm Gas von tiberall gleichem W§.rmezustande zu- 
fuhren muss, damit das Gas eine unendlich kleine Zustandsanderung 
erfahre. In Gl. 4 erscheint T als Funktion der zwei Veranderlichen 
p und v; die theilweisen Differentiale sind somit 

dT V . ^T p 

5) -z — dp = -=rd p und -;: — dv = -^dv. 

cp ^ B "^ cv B 
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Bei gleichzeitiger Anderung von p nnd v ist dann das voUstftndige 
Differential von T: 



6) 



dT=^^dp + ^dv. 



In Fig. 344 ist eine unendlich kleine to tale Zustands&nde- 
rung angedeutet, welche durch Zafl^hrung der W&rmemenge dQ 



Pig. 344. 



Pig. 345.. 








bewirkt wird. Diese kann in zwei auf einander folgende partielle* 
Anderungen (Fig. 345) zerlegt werden. Die erste Anderung bei 
gleichbleibendem Yolumen v erfordere die Wftrmemenge dQi\ bei 
dieser ^ndert sich T nur partiell nach p am 

— dp:=^-dp; 

hierbei kommt die specifische Wllrme c in Frage, und es ist nach 
der Bedeutung von c (S 343) 

dQi = c^r—dp = c^zrdp. 
<yp M 

Die zweite Anderung bei dem nun gleichbleibenden Druck 
p + dp erfordere die Warmemenge d Q2 • f^^ diese gilt rait der 
specifischen Wftrme Ci , unter Vernachlassigung der unendlich kleinen 
GrOsse zweiter Ordnung, 

Die ganze erforderliche WSlrmemenge ist dann 
7) 



V p 

dQ=dQi +dQ2=='C — dp + Ci^dv. 



V 



Nach Gl. 6 ist —dp^^dT — ^dv, also kann man auch schreiben : 

si It 



8) 



dQ = c-dT + {ci — cy^dv. 

Ji 
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Hierin bedeutet cdT diejenige Warmemenge, welche zur Er- 

hOhnng der Temperatur verwendet wird, wahrend {ci — €)-^dv 

diejenige Warmemenge bezeichnet, die zur Ausdehnungs- Arbeit 

d^==pdv nOthig ist. Daher ergiebt sich -*-^ — als diejenige 

GrGsse A (01. 2, S. 344), mit der die Arbeit d^ za multipliciren 
ist, nm die entsprechende, d. h. gleichwerthige Warmemenge dQ 
zu liefern; also ist 

Fur jedes Gas steht q und c in einem bestimmten Yerbaltnis 
(s. S. 343), das man mit n bezeicbnet, also wird mit 

10) ^ = n, 

11) ^-<'^^' 

Ffir Luft ist n = 1,405 , ftir Sauerstoflf n ==: 1,40, ftir Stickstoflf, Wasser- 
stoff und Kohlenoxyd n = 1,405, d. b. f&r diejenigen Gase, die unter 
gewohnlichen UmstSlnden weit von dem FlQssigkeitszustande entfernt 

sind, kann man ziemlich Abereinstimmend n= 1,41 (= 1/2) setzen. 

Da far Luft (S. 344) ci = 0,2375 und c = 0,1684 ist, folgt mit 
w=l,4l und JB = 29,27 aus 61. 11: 

0,1684 « 0,41 1 

A = — Kprz = rund -TTTT f wie m Gl. d. 

29,27 424 

Nun kann Gl. 8 auch gescbrieben werden: 

12) dQ=-C'dT+A'P'dv^C'dT+A*d^. 

Hat ein Gas zu Anfang den Druck pi , den Einbeitsraum Vi , 
die absolute Temperatur Ti und gehen diese Wertbe auf irgend 
eine Weise Hber in 2>2» ^2 ^"^ ^2* ^^ ^^^ ^^^ ^^^^ W&rmezufUbrung 

13) Q==^c{T2 — T^) + A{pdv=-c(T2'-Ti) + A''& 

J VI 

erforderlich Sind die Temperaturen zu Anfang und zu Ende gleich 
(Ti = T2)» so entspricht die zuzuttlhrende Warme genau der ge- 
leisteten Ausdehnungs-Arbeit, d. b. man erb9,lt in diesem Falle 
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Fig. 346. 



Q = ^ • SI in W9,rmeeinheiten, indem man die in Meterkilogrammen 
ausgedrtickte Arbeit ?l durch 424 theilt. 

Die w3,hrend einer Zustandsanderung, d. h. einer Anderung der 
Gr5ssen p und v^ von dem Oase geleistete Ausdehnungs- Arbeit % 
und die zuzufQhrende W3,rmemenge Q hSlngen aber nicht nur von 
den Anfangs- und Endwertben der Gr5ssen p und v ab, sondern 
werden noch im Besonderen durch die 
Art bedingt, in welcher die gleichzeitige 
Anderung von p und v vor sich geht, 
denn ^=Spdv hat nur dann einen be- 
stimmten Werth, wenn p als Funktion 
von V bekannt ist. 

Ist eine Gleichung zwischen p und v 
gegeben, so ist dadurch p auf v und 
somit, nach der Zustandsgleichung (01.4), 
auch T auf v zuruckgefuhrt. TrSgt man 

(Fig. 346) V als Abscisse, p als Ordinate auf, so erh^lt man als 
Darstellung der Zustands§.nderung die sog. Zustandskurve J5C. 
Die Arbeit %=Spdv wird dann gemessen durch die Flache 
BCDE der Zustandskurve. 




Vi 






Znstandsilnderang bei gleichbleibender Temperatur (isother- 
mische Znstands&nderung). Wird der Vorgang so geregelt, dass 
bei veranderlichem v die Temperatur T unverftndert = T^ bleibt, 

so wird, weil anfilnglich Tj = ^^-^ 



war und spater Tj = ^ ist, 

XV 



Fig. 347. 



14) P'V=p^-v^ Oder 






V 



ubereinstimmend mit dem Boyle- 

Mariotte'schen Satze (01. 2, S. 212), 

der ja fQr gleichbleibende Temperatur 

gilt — Dies ist die Oleichung einer 

gleichseitigen Hyperbel, bezogen auf die 

Asymptoten; ihre Darstellung in Fig. 347 

faeisst die isothermische Zustandskurve. Jedem Punkte2>i, vi 

der Ebene APV entspricht ein bestiuimter Werth piv^=^ BTi. 
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Fur verschiedene Werthe von T^ erhalt man verschiedene 
Zustandskurven. Denkt man sich die allgemeine Zustandsgleichuni( 
p^v = RT mit den 3 veranderlichen Koordinaten p , v und T sa 
dargestellt, dass die T lothrecht zur wagerechten Ebene der 
pv (APV) aufgetragen werden, so erhalt man die fur jedes be- 
stimmte Gas durch den Festwerth B bestimmte Zustandsflache. 
Scbneidet man diese Zustandsflache durch wagerechte Ebenen in 
den H5hen Tj, T2» ^3*--> so ergeben sich als Schnittlinien die 
diesen Temperaturen entsprechenden isothermischen Zustands- 
kurven. (Fig. 347). 

Die Ausdehnungsarbeit fur l^« eines Gases vom Eauminhalte 
vy auf den Bauminhalt V2 ist 

pdv, 



Vl 



Oder mit p=^^ — -: 

V 



)Vi 



15) a^p,.., \^ = p,.,l(^ 

vi 

wofur man auch schreiben kann 

16) «=^,.,l(i) = iJT.l(i)=p,«,l(^. 

Diese Zustandsanderung mit gleichbleibendem T= Ti wird 
nur dann erfolgen, wenn fur jede unendlich kleine Ansdehnung 
dv dem Gase nur die der Arbeit d^=pdv entsprechende Warme- 
menge dQ^^A-d'^ zugefuhrt wird (nach Gl. 12 mit dT==0). 
Da d% = p*dv durch den schraffirten Flachenstreifen in Fig. 347 
dargestellt erscheint, so ist ersichtlich, dass bei gleichmassiger 
Anderung von v die Warmezufuhrung zu Anfang starker sein muss 
als spater. 

Bei einer Zusammendr^ckung von V2 auf v^ muss die* 
Arbeit ?l als Verdichtungsarbeit von aussen auf das Gas ubertragen 
werden; in diesem Falle ist die Arbeit 21, welche der Gasdruck 
auf den Eolben tibertragt, und somit auch Q, negativ, d. h. es^ 
muss dem Gase die Warmemenge Q entzogen werden (etwa durch 
Kuhlwasser). 
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Beispiel: Ein Eilogramm Loft babe die Temperatar ^^ = 10^ oder 
Ti = 283 ° , den Druck p^ = 50 000 kff/qm = 5 »* , also den Rauminbalt i?i = JS Ti : p, 
= 0,16567 cbm . Bei der Ausdehnung auf Vj = 5 tJ^ , wobei nnter Gleicberhaltung 
der Temperatur To = Ti der Druck auf p^ = V*Pi abnimmt, wird hach Gl. 16 
von dem Gase die Arbeit 

81 = 50 000 . 0,16567 1 (5) = 1 3 323 mkg 

geleistet, d. b. eigentlicb nur ubertragen, denn geliefert wird die Arbeit aus 
der nacb Gl. 2 znzufUbrenden Warmemenge 

Presst man das Gas wieder zusammen und entzieht fortwabrend so viel 
Warme, dass die Temperatur stets ^=10^ yerbleibt, so muss man die Arbeit 
21 = 13323n»kg aufwenden, die aber in Form von Warme mit Q = 31,42 we 
an das etwaige Eiiblwasser tibergebt. 

Znstands&ndening bei gleichbleibendem Drack. Bei gleich- 
bleibfindem p=Pi wird die Znstandskarve eine der tz-Achse 
parallele Gerade (Fig. 348), daher 

17) a == i?i (v2 — vi) = i2 (^2 — Ti) . Pig. 348. 

Die TemperatarSinderang folgt der 

Gleichung 

T V 

(Satz von Qay-Lnssac, S. 219). 

Somit wird nach QL 13 die zaznf&hrende W&rmemenge 

e = «(r2 - T,) + AB'{Ti - Ti)^(Ti - TO(e + AM), 
Oder wegen A = -^-^ — (GL 9) : 

XV 

19) q,^eAT^-T^), 
und mit T = ^ 

It 

20) Q==c,^iv^-vx), 

wie nach der Bedeatung von ci selbstyerst&ndlich ist. 

Znstands&ndening bei gleichbleibendem Banme. Diese wird 
dorch eine zar ^-Achse parallele Gerade dargestellt (vgL Fig. 348). 
Es ist in diesem Falle 

21) ^ = — und a = 0. 
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Nach GL 13 wird 
22) Q='HT2-T,)=^c^{p,-pi)', 

wie der Bedeutung tod c entspricht 

ZnstandsSnderuiig ohne Zuf&hnmg oder Entziehung von 
W&nne (adiabatische Zustandsanderung). Denkt man sich das 
Qas in einem Cylinder mit beweglichem Kolben befindlich, dessen 
Wandungen fQr W^rme undurchliUisig sind, und den Kolben nach 
aussen verschoben, so Sindert sich unmittelbar v nnd als Folge davon 
p and T. Diese Andernng heisst nach dem Yorschlage des schotti- 
schen Ingenienrs Professor Ban kin e (geb. 1820 zn Edinburgh 
gest 1872 zu Glasgow) adiabatische Znstands&nderung (von 
ddidfiarog = undnrchdringlich), deren Bedingung also ist, dass die 
zugefflhrte W§.rn]emenge for jedes Zeittheilchen Noll sei, d. h. 

nach GL 7 

V p 

dQ = = c— dp + Ci -^dv. 

H It 

Daraus wird mit — = w 

c 

dp Cy dv dv , 

p c V V 

Diese Gleichung heisst der Poisson*sche Satz; — ihre Dar- 
stellung giebt die adiabatische Zustandskurve. Wahrend 
beim Boyle'schen Satze (GL 14) der Exponent der rechten Seite 
= 1 ist, hat er hier den Werth n = 1,41 . 

Da nmi »i vi = JB Ti und pv^RT, also — = -i^r- — ist, so 

^ -^ Px Tx V 

wird fur die Temperatur&nderung 

^*) f-(5r'-(^)-. 

Aas 61. 13 ergiebt sicb mit Q = 0: 
25) 3t = -^(2', — To)- 
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Bei der Ausdehnung des Gases wird fflr ^2 > v^, n^ch GL 24, 
P2 <Pi ^"^ ^2 <Ti; es erfolgt daher eine Temperaturabnahme; 
die Ausdehnungsarbeit wird auf Kosten des inneren ArbeitsvermOgens, 
d. h. der Temperatur, verrichtet Bei der Znsammendruckung 
auf einen kleineren Baum erfolgt dagegen eine Erh5hang des 
Drnckes sowie der Temperatur. Die von aussen znr Zosamiuen- 
drtickung aofgewandte Arbeit setzt sich vollstandig in inneres Ar- 
beitsverm5gen, Erh5hung der Temperatur, um. 

Beispiel 1: Ein Kilogramm Luft habe die Temperatur *i = 10° oder 
Tj=:283o, den Druck pj = 50 000 kg 'qm , also den Raurainhalt v^^BT^ip^ 
= 0,166 67 c^m . Bei einer adiabatischen Ausdehnung auf t?2 = 3»i ?er- 

mindert sich der Druck nach Gl. 23 auf ^g =|), • [—1 ' = 0,iinpi = 10 625 kff/qjm, 

und die Temperatur nach Gl. 24 auf ^2=^1' [\) = 0,6373 T^ = 180% 

entsprechend ^2 = — ^^^' ^^ entsteht also eine uberraschend grosse Ab- 
ktihlung um 103° C. Die Ausdehnungsarbeit betragt (Gl. 25) 

21 = 0,1684 . 424 . 103 = 7354 mkg . 

Bemerkung. Die unter Umstanden sehr bedeutende Temperatur- Ver- 
minderung, welche Luft bei einer adiabatischen Druckyerminderung erleidet, 
kann zur KUhlung yon Rgumen nur verwerthet werden, wenn die Lufb 
unter Verrichtung von Arbeit in dem Cylinder einer Kaltluftmaschine 
den geringeren Druck angenommen hat. 

Bei8piel2: Uatte 1 ^v Luft anfanglich den Druck jp^== 10 000 ^er/qm, die 
Temperatur ti=\5^ oder Ti = 288° und den Bauminhalt Vj, und wird diese 

Lufbmenge ohne Warmeentziehung auf ^2 = — t?i verdichtet, so wird 

o 



:^ = 5 ii*i = 9,67 daher jp, = 96 700 ^g/qm , 
Pi 



T, 



^ = 50,*i = l,93 daher 2^ = 5570 o^er t2 = 2840. 
-*i 

Es entsteht also eine Warmezunahme um 269° C. 

(Zinn kommt bei 230° zum Schmelzen, Blei bei 330°.) 

Die Zusammendrfickungsbeit ergiebt sich zu 

^21 = 0,168* . 424 . 269 = 19 207 mVg. 



Die Bedingungen fur eine adiabat'ische Zustandsd.nderung sind 
ann^ernd erf&Ut, wenn ohne besondere Vorkehrungen eine Baum- 
^.nderung schnell erfolgt Dann ist keine Zeit zur W§.rmemittheilung 



7. Ausfluss der Gase. 353 

Yorhanden; das Gas ist bei Leistung einer Arbeit auf sein eigenes 
ArbeitsvermOgen, d. b. seine eigene W&rme angewiesen, and moss 
andererseits eine empfangene &ussere Arbeit in W§.rme umsetzen. 

Geht eine ZustandsSlnderung aber in einem nicht besonders 
geschfttzten dunnwandigen Metallgef^se sebr langsam vor sicb, so 
kann man annehmen, das ein^eschlossene Gas babe stets annSlhernd 
die Temperatar der &asseren Lnft. Diese bewirkt dann die er- 
forderliche Zuffibrung oder Entziehung von W9,rmemenge, also eine 
isotbermische ZustandsSlnderung. 



7. Ausfluss der Gase aus 

In einem grossen Gefilsse (Fig. 349) befinde sicb Gas von dem 
Zastande pi , i/i , T^ . Bei C finde aus der Ofifnnng F ein Ausfluss 
mit der Geschwindig- 
keit w statt Der Zu- ^^^^ •^^^• 



W£^ 






stand des Gases in der 
Ofifnung sei p, v, T. 

Zur Erhaltung des Be- > 

harm ngszustan des ''^'^ 

denken wir uns die RQck- 

wand des Gef^sses durch a^ 

einen Eolben von der 

GrOsse F^ ersetzt, der durch die Kraft pi • JF\ mit der sebr kleinen 

Geschwindigkeit Wi vor warts bewegt wird, also in der Zeit ^t um 

AB^Wi'dt vorruckt. Auch nehmen wir an der Offnung eine 

ROhre von der Lange CD = wdt an, in der ein Kolben unter 

einer Gegenkraft p • F zurtickweicht. Dann findet sich im GefSsse 

zwiscben A und B das Massentbeilchen m von dem Gewichte 

Ft Wi dt 
mg-=y^FiW^dt== — , 

entsprechend demjenigen in der EObre zwiscben C und D mit 

F'W'dt 
mg = —^ • 

Die Zunahme an ArbeitsvermOgen in der Zeit dt betr9gt, weil 

Wi sebr klein gegen w ist: ^ . 

Keek. Mechanik. II. ^^ 
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Die Er&fte pi • Fi nnd p • F leisten gleichzeitig die Arbeit: 

Pi 'Fi'Wi 'dt — p'F'W'dt = rngipiVi — pv) ^=^mg'R{Ti — T), 

In der Zeit dt erf&brt das Oasgewicht mg eine Temperatar- 
Verminderung Ti — T, fur welche man die Gleichungen der 
adiabatischen Zustands^nderung (s. S. 351) annehmen kann, also 

I) f-(r"' 

Die dieser Temperatur -Verminderung entsprechende Warme- 
menge betragt nach S. 347 fir 1 ^ des Gases c {T^ — T), for das 
Gewicht mg also mg'c{Ti — T\ und kommt dem Arbeitsverm5gen 

der AusstrOmung zu Gute mit : mg— {Ti — T). 

Daher wird die Znnahme an ArbeitsvermOgen : 



= mg-B{Ti—T)+mg—{Ty—T), ' 



2 " ' ' ' ' "A 

and darnach 

g-(7..-r,(ie + ^). 

Mit 4= ^ . (Gl- H» S. 347) und Berucksichtigung der 
An — 1 

GL 1, ergiebt sich also 

Pie recbte Seite dieser Gleichang ist als die wirksame Dmck- 
bOhe zu bezeicbnen, welcbe sich bei Vernachlassigang der Beibung und 

der sonstigen Widerstelnde in die GeschwindigkeitshOhe ^ unisetzt. 

Die sekundliche Gewichtsmenge des ausstr5menden Gases ist 
nach S. 342 mit Berucksichtigung der Widerstande, wegen y=l:v, 

V 

Fuhrt man hierin fur w den Werth aus Gl. 2, und nach 
Gl. 23, S. 351 V = vi [^ ^ ein, so wird 



3) G^^.FflgR^^.T,\l-[fy-^'] 



pVrrA 



n • 



Pi/ ^i^ 
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Hiernach ist G*^ verhaltnisgleich mit 

«in Ansdruck, der zu einem Maximjim wird, f&r 

P _ 



4) 



Pi \n + 1. 
Hiermit ergiebt sich 



n - 1 



worin auch ^ =^ = -^1—- gesetzt werdeH kann. 

Vi^ Vi RTi 

Mit r^ — 1,41, — = 0,709, = 0,291, — = 3,44 und 

n n n — 1 

= 0,585 wird 



n+ 1 

6) ^ = 0,5265 

Pi 

f 

und far Luft mit B = 29,27: 

7) Gn,nx=^Jl^F' 0,3912-^. 



Pi 



Stellt man sich nun vor, der Druck im GefSsse bliebe -tth- 
ver&ndert p^, der Aussendruck p aber nehme ab, so wird nach 
01. 1 auch die Temperatur T der ausstr5menden Luft abnehmen 
und nach Ql. 2 die Geschwipdigkeit; w zunehmen. Da hierbe^ nacb 
Gl. 23, S. 351, das Volumen v zunimmt, die Dichte y sich also 
vermindert, so wird, trotz des Wachsens der sekundlich ausstrOmenden 
Raammenge, das ausstrOmende Gewicht G^ nur zunehmen, solangc 

-— > 0,5265 igt. Bei noch weiterer Abnahme von p wird aber G 
Pi 

wieder kleiner, und nach Gl. 3 mtisste fur jp = 0, d. h. ffir die 
Ausstr^mung in einen leer en Raum, auch 6r = wer.den. 

In Wirklichkeit trifft dies aber nicht zu; denn nach Gl. 24, 
S. 351, wurde fiir ;? = zugleich v = oo (oder / = 0), pnii ?^= 

23* 
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werden, — und so weit reicht die Gtkltigkeit der Zostandsgleichung^ 
der Oase nicht; auch triSt die Annahme nicht zu, dass in dem- 
jenigen Qaerschnitt, in welchem die Oeschwindigkeit tv herrschtr 
der Druck des ausstrOmenden Oases gleich dem im Aussenraume 
stattfindenden Drncke|> sei; vielmehr herrscht dort ein Dnick|>' >p» 

tfber diesen Druck p' hat 
Professor Fliegnerin Zurich ^ig- •^^^• 

Versuche angestellt (s. Civil- 
ingenieur 1874). Nimmt der 
Druck pi im Gef&sse, von 
Pi=^p beginnend, allm9.hlich 
zu, so ist aofangs p' = p 
(Fig. 350), mr pi = 2p wird 
p* = 0,5767 |>i , und bleibt dann 
f&r noch weiter wachsendes pi 

tmveraridert y = 0,5767 |>i. Das Oesetz der Yeranderlichheit von 
p' folgt also dem Zuge ABC. F6r die schwach gekrtimmte 
Kurve AB kann man ann&hernd eine Gerade AB setzen. 

Hiemach w3.re 

8) p' =zp + 0,1534(^1 —p) gultig fftr pi=p his pi = 2p, 




9) 



p' = 0,5767^1 gWtig fQr pi>2p. 



Zur Berechnung der Geschwindigkeit w hat man sonach in 
Gl. 1 und 2, statt p den Druck p' aus GI. 8 oder Gl. 9 einzufBhren. 

Zugleich fand Fliegner, dass die Reibungswiderstftnde in 
einem grossen Gef3sse verschwindend klein sind, so dass 9? = 1 und 
/I = a gesetzt werden kann. (Vergl. S. 342). 

Die sekundlich ausfliessende Gewichtsmenge betrS^gt nacb 
Fliegner's Versuchen: 



ffir 



10) 



p^<2p: G = aF.0,790'^ P^P'-PK 



far pi > 2^ : G=olF^ 0,395 -^ , (vergl. Gl. 7); 



iNorm p und pi in ^/qm einzusetzen sind. 
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Beispiel: Wie auf S. 343 sei:\p = 735mra und 2),= 765 mm Quecksilber- 
«aule, d. h. 2) = 735 • 13,6 = 9996 kg/qm und p^ = 765 • 13,6 = 10 404 ^/qm , 
ferner 2\ = 283*^, und i^= 0,001 qn»; dann wird, wegenjpi<c2p, nach Gl. 8: 

p' 
p' = 1 00o9 , somit — = 0,9668 . 

pi 

T 

Aus GL 1 folgt, mit p' statt p: -^ = 0,9668 o,»i und T== 280,2 0, also 

<Ti— !r) = 2,/ Temperatur-Abnahme. 
Es ergiebt damit Gl. 2: 



w = ]^:^g- 29,27 • 3,44 • 2,8 = 74,4 m/g 
gegen 78m/g nach S. 343. 

Die sekundliche Gewichtsmenge ist nach Gl. 10, mit a = 0,65: 



^ ^ A n l/9996-408 . - . 

Cr = 0,65 • 0,0001 • 0,79 1/ ^^ = 0,0068 Kg/g . 

gegen 0,oo687 kg/g auf S. 343. 

Bemerkung. Die Temperatur-Verminderung, welche Lufb beim 
freien Ausstromen aus ' einem Gefasse erfahrt, lasst sich nicht benutzen. — 
Es wird namlich diq. mit grosser Geschwindigkeit ausstrdmende Luft in dom 
Aussenraume, in Folge von Eeibung, schliesslich wieder zur Euhe kommen, und 
■dabei wird das der Geschwindigkeit entsprechende Arbeitsvermogen wieder in 
Warme umgesetzt. 



8. Bewegung der Luft in Rohren. 

Die Luft erf3,hrt beim DurchstrOmen einer R5hre, in Folge des 

Beibungswiderstandes, eine Yerminderung ihres Druckes um Ap. 

Wie bei der Bewegung des Wassers (S. 288), eine Wider- 

Z w 
standsh5he z^^^tt- eingefuhrt wurde, so setzt man hier, wenn 

y die Dichte der Luft bedeutet, die Druckverminderung 
Man kann dann auch, wegen ;/ = — = -^p,, sehreiben: 
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Nach Yersachen von Prof. Ledoux (Annales des mines 1892, 
Nov., S. 541) betragt im Mittel A = 0,0179 oder abgerundet: 

2) ;i = 0,018. 

BeiMfiiel: Eine Leitung von (? = 0,25m Weite und Z= 1000m Lange, fiShre 
Luft von im Mittel 20° C. (T=293<>) mit einer Geschwindigkeit tc = 6m/s., 
ans einem Beh&lter mit einem Drucke |}i = 60000k8;/qm, in einen Tnnnel znm 
Betriebe von Bobrmaschinen. Der Drnckverlust der Leitnng ist nacb GL 1: 

. 60000 ^ 1000 6« „^, , , 

^ ^ = 29,27 . 293 ^'^" • "0;^ 2^ = ^^^ ''' ^» ' 

am Ende der Leitnng betragt der Dmck also nocb 59076ks/qin. 

Wenn man voranssetzt, dass in Folge von WSrmeleitung durcb 

die B5hrenwand, eine Temperatnrver^nderung der Luft nicht vor- 

kommt, so ist mit der Druck- 

abnahme der Luft eine Ver- ^' 

grSsserung ihres Einheitsraumes . — — P — \ 1 

V verbnnden. (Boyle'scher Satz). i  — — g- j; 

Im Beharrungszustande muss nun ^ 

Fw 
sekundlich das gleiche Luftgewicht yFw = durch alle Quer- 

schnitte der B5hren hindurchstr5men. Gelten daher (Fig. 351) 
Pi J vyj ^i ffir den Anfang, ^2* ^2» ^2 ^ ^^s Ende und p, v^ w 
ftbr eine beliebige Stelle der B5hre, so ist: 

-^ = — ^ und wegen — = ^^-^ , w = ^^* ; 

V Vi ^1 P P 

ferner qach Gl. 1, weil p mit wachsendem ^ abnimmt. 
Dies giebt T^^"^ ~ f'^'^ "" '^ ~d 'bT^ ^^^^ 



y2X Iw,^ 
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1st der Unterschied zwischen p^ and p2 gering, so kann man 
ffir den Wnrzelausdruck die beiden ersten Glieder der binomischen 
Reihe setzen, und erhUt 

dies stimmt, weil ^p^'Pi — P2 ist, mit Gl. 1 liberein. 

Streng genommen, mfisste auch noch die zur YergrOssemng 
der Oeschwindigkeit erforderliche DruckhOhe berQcksichtigt werden. 
Dann erh9.It man, weil einem negativen dp eine negative Druck- 
h5he dz entspricht: — y-dz^^ — dp^ und mit Berticksichtigung 
der 01. 3: 

Ap da^wy^ p^^ wy\^dp p 

— dp = -^^-^—. a pi — sTTTPi^ mitnin 

MT d 2g p" g ^ p^ RT 

J X p^ v)^ ^ w^^p^^dp , 

„2 „i-9i^ Pi' ^i^ A.A Pr ^i^JPi] 



Hieraus wird 



6) 






Bemerkung. In Gl. 6 ist der letzte Summand in der Klammer gegen 
den ersten meist verschwindend klein ; so wird mit den Werthen des Beispiels 
auf S. 358 



|l=rundg=,,o., l(£)=0,o„, 



and der Klarmnerausdmck : 



(2 . 0,018 . ^52 + 4 . 0,017] = (144 4- 0,068) . 

Bei Vemachlassigang der zweiten Klammergrosse tibergeht aber Ql. G 
in Gl. 4. 

Gl. 4 liefert mit den Zafalen desselben Beispiels : 



= 60 000 1/ 



"•="»" r'-i|s^|?T^="»'«'"- 



gegen ^2 = 59076 ^/qm nach Gl. 1. 

Es gentlgt daher fur die meisten Falle die einfache Gl. 1. 
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. 9. Wirkung der Schornsteine. 

Die Wirkung der Schornsteine beruht auf der Verminderung 
der Dichte der Lufk oder der Gase durch Erwarmung. — Am 
oberen Ende des Schornsteins (Fig. 352) habe die Aussenluft den 
Zostand p, v, T. In dem Baume 
ABCD sei durch Heizung oder dgl. Fig. 352. 

die Temperatur auf den Mittelwerth T^ 
gebracht Die Dichte y = Vw d^r Pf^f^ ^ 

3.usseren Luft gelte auf die Schorn- 
steinhChe h als uberall gleich (s.S.215), 
dann ist nach 61. 18, S. 350 auch im 
Schornsteine der Einheitsraum durch- 

T 

schnittlich vj = v ^ 



T 



Der Druck der 



Slusseren Luft in der H5he AB be- 
tr3,gt daher: 

V 



t 

F 



h 
^i 



B 



\m 






Der Raum unterhalb AB stehe 
mit der ausseren Luft in freier Ver- 
bindung. 

Bezeichnen wir, wie S. 353, mit mg das Luftgewicht, welches 
in der Zeit dt durch jeden Querschnitt des Schornsteins geht, so ist 



1) 



mg 



FQ-W(s'dt F'W'dt 



'^i 



n 



Die Zunahme an ArbeitsvermOgen wahrend der Zeit dt betr^gt 



w 



Wq^ 



Wi 







(ahnlich wie auf S. 241): m-^ *^ "o" ' ^^^^" ^^®^ ^2 

wegen der Kleinheit von Wq vernachiassigt werden kann. 

Die Arbeit der Schwere ist in diesem Falle negativ: = — mgh^ 
weil die Masse m aufsteigt und oben aus dem Schornsteine tritt. 
Der Druck gegen AB leistet die Arbeit: 

p+—jFo'WQ'dt=ip + —j'mg*v^, 
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and der Druck gegen CD dagegeh die Arbeit: 

— P' F'W'dt= — p- mg • Vi , 
Daher ist 



2) 



m-7j- = — mg'h -{- ip + -^jmg'Vy — pmg*Vi oder 

Dies ist die der ideellen Austrittsgeschwindigkeit ent- 
sprechende wirksame Saugh5he oder Auftriebhdhe des 
Schornsteins. Man kann sich von ihr leicht eine Yorstellung 
machen: Betrachtet man eine LaftsS,ule von der Temperatur T and 
der H5he h (Fig. 353) und dehnt diese durch Erwarmung auf T^ 

T 

der H5he nach aus, so bekommt sie die H5he hi=^h-^. Es ist 

dann (A^ — h) die wirksame Saughohe A,. 

In Gl. 2 sind die betrachtlichen Widerst3,nde unberucksichtigt 
gelassen, welche die Bauchgase auf ihrem Wege durch den Bost, die 
Feuerzuge, den Zuleitungskanal (Fuchs) und 
den Schornstein selbst erleiden. Alle diese 
Widerstande verminderndie wirksame 
Saugh5he hg um eine Widerstandshohe z- 
(vgl. S. 255), so dass fQr die wirkliche 
Austrittsgeschwindigkeit an Auf- 
triebhOhe verbleibt: 

3) ^^^K-z^hi^-l)-z. 



Fig. 353. 



2^ 

Fur die Berechnung der Widerstands- 
hohe z^ als Theil der Geschwindigkeits- 



h5he 



2^' 



kommen folgende Wider- 




standsziffern in Betracht: 

a) fur die Beibung im Schornstein, dessen H5he h und dessen 
Querschnitt gew5hnlich rund oder ein regelmassiges Vieleck vom 



Durchmesser d ist: 






Ffir nnberasstes Mauerwerk beMgt die Seibangsziffer X = 0,03 
and far bernsstes Mauerwerk <l = 0,04. 
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b) Ftbr die ZuleitnngskaD&Ie, deren Lftnge I and deren mittlerer 

Querschnitt F mit dem Umfange w ist : y8 • — • Z . , 

Ffkr anbernsstes Maaerwerk betr&gt y9 = 0,0075 und ftir be- 
rnsstes Maaerwerk p = 0,oi . 

c) Bei Richtangsftndernngen in den FenerkanUen, die an den 
Schomstein anschliessen, gelten nach Rietschel '*') : 

ffkr ein scharfes rechtwinkliges Enie: ^=1,5; Mr ein abge- 

rundetes rechtwinkliges Knie: C= 1»0; ffir ein Knie von 135® /• 

^5=0,6; fflr plOtzliche Richtungsanderungen um 180®: C= 1,5 
bis 2,5. 

d) Der Bost mit der Brennstoffschicbt bietet den bedeutendsten 
Widerstand mit: ^ = 6 bis 12, je nach der Art des Rostes und 
des Brennstoffes. 

Es ist somit die ganze Widerstandsh5he 

und daher schliesslich nach 61. 3: 

Hiernach kann fur eine gegebene SchornsteinhOhe h die Aus- 
trittsgeschwindigkeit w der Bauchgase, oder umgekehrt fur eine 
geforderte Austrittsgeschwindigkeit w (nicht unter 4") die erforder- 
liche Sehomsteinh5he h berechnet werden. 

Beispiel: Ein cylindrischer Schomstein von h = SO^ Hohe habe kreis- 
formigen Qnerschnitt von (2 = 0,6ra Weite. An den Schomstein schliessen sich 
30 m lange Fenerkanale vom Qnerschnitt 1 m x 0,3^, in denen zwei abgerandete- 
Umbiegnngen von 180^ (C= !,») und ein scharfes rechtwinkliges Knie (C= 1,5) 
vorkommen. Die Widerstandsziffer des Eostes sei p = d , Die mittlere innere 
Temperatur betrage T^ = "200 + 273 = 473°, die anssere r= 10 + 273=283^ 
Es soil die Ansstromnngsgeschwindigkeit berechnet werden. 

Die wirksame Saughohe betragt nach Gl. 2: 

A, = 30(g|-l) = 20,.4m, 

die Widerstandshohe nach Gl. 4, fiir berusstes Mauerwerk: 

«;2 / 30 ,0,01.2(1 4- 0,.i). 30 ,. , , , ,«\ ,r, w^ 



*) Vergl. G. Lang „Der Schornsteinbau**. 
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w^ 



Daiher wird Dach Gl. 5: -^ (1 + 18,i) = 20,u und 

-9 



1 iy,i 



,. _^ 20,14 , 



Im Sommer mit T= 300® wird «; = 4,3ni. 

10. Widerstand der Luft gegen bewegte fremde Korper; 
Druck des Windes gegen fremde Korper. 

Wird eine ebene, etwa kreisfSrmige Flache AB mit nie- 
drigem Band (Fig. 354) einem mit der Geschwindigkeit w recht- 
winklig dagegen str5menden Wind aosgesetzt, so bildet sich> wie 
Ober-Ingenieur Friedr. Bitter v. Loessl (s. 
dessen Werk „Die Luftwiderstands-Gesetze", Fig. 354. 

Wien 1896) durch Versuche gefunden hat, vor 
der Platte ein ruhender LuftkOrper, der sog. 
Stauhfigel ABC. Die Seitenfl9.chen des- 
selben bilden mit der Plattenebene an alien 
Stellen Winkel von 90^ — ^. Der Stauhugel 
hat bei kreisfOrmiger Platte die Form eines 
Kegels, bei quadratischer Platte die Form einer 
Pyramide, bei rechteckiger Platte diejenige 
eines Walmdaches, kurz in alien F&Uen die- 
jenige Form, in welcher ein Sandk5rper mit dem B5schungswinkel 
(Beibungs winkel) 90^ — fi auf der wager echt liegenden Platte ver- 
bleiben wflrde, wenn Sand in Ob'ermafs darauf geschuttet wird, bis 
er nach alien Seiten abfliesst. 

V. Loessl hat gefunden, dass der Winkel y8 = 45® ist. 

An derMantelfl&chedes ruhenden Laifthugels prallen die bewegten 
Lufttheilchen elastisch ab, Nach der Lehre vom schiefen elastischen 
Stofse (s. S. 161) prallen die Lufttheilchen mit derselben Geschwindig- 
keit w ab, mit der sie dagegen str5mten, und zwar in einer Bichtung, 
die von der Bechtwinkligen zur StauhugelflUche urn den Winkel 
90^ — fi abweicht. Fur ^=45^ prallen demnach die Lufttheilchen 
parallel zur Platte von dem Stauhfigel ab. (Fig 354). 

Der Dmck, der bei diesem Abprallen auf den Stauhfigel aus- 
getbt wird, Itot sich nach dem Satze von der Bewegung des 
Schwerpunktes (1. Theil, 2. Aufl., S. 143) berechnen. 
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In einem Knierohre (Fig. 355) vom Querschnitte dF^ dessen 
Schenkel in der Richtang der zustrdmen- 

Fiff 355 

den und abprallenden Lufttheilchen liegen, ^ / 

befinde sich eine Flussigkeit, welche in 

der B5hre eine L9.nge I einnimmt, mit 

den Langen x und I — x auf die beiden 

Schenkel vertheilt. Bezeichnet man den 

rechtwinkligen Abstand des Schwerpunktes 

dieser Flussigkeit von der Fiache AC 

mit t/o» so ist nach der Lehre vom 

Schwerpunkte 

yo-? = ^-2sini8+(? — ^)— g— sin/9 




= sin ^ yx' + -y — Ix], 



Die Differentiation dieser Gleichung ergiebt 

I'dy^ = sinfi(2x-dx — l- dx). 

Schreitet aber die Flussigkeit in der K5hre mit der Geschwindig- 
keit w fort, so ist wdt = — dx, mithin dx = — wdt, also 

l.^=^sinfi{2xw~lw); 

aus nochmaliger Differentiation folgt 

I . -—^ = 2 sin ^ • «(;2 und darnach 
dt- 

^dF'l'^ = 2^dF8mfi'w\ 
g dt^ g 

Bezeichnet man die in jeder Sekunde durch einen B5hrenquerschnitt 
str5mende Flftssigkeits-Masse —dF-w mit m, so wird 

1) ^dF^h^=-2m%inP'W. 

' g dt^ 

Die linke Seite der 01. 1 enthalt die Masse der gesammten 
betrachteten FlUssigkeit, multiplicirt mit der Seitenbescbleunigung 
ihres Schwerpunktes in der Eichtung rechtwinklig zur Flache AC. 
Dies ist (nach 1. Theil, 2. Aufl., S. 143) gleich der Summe aller 



jio. 
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^usseren ErS.fte in derselben Achsenrichtung, d^ h. gleich dem 
Widerstande dN der K5hre in der Richtung rechtwinklig zur 
Flache AG. Umgekehrt wird dN als Druck auf die Flache AG 
ubertragen. 

Wurde die R5hre vom Querschnitte dF sich geradlinig durch 
die Flache AG fortsetzen (Fig. 356), so wurde sie aus dieser 

Flache ein Stuck -;— ^herausschneiden. Die Kraft 2 m sin ^ • w; (Gl. 1), 



sin)9 



dF 



welche auf die Flache -^^ kommt, erzeugt fur die Fiacheneinheit 

sm ^ ® 

einen Druck 



2) 



2msin2^-w; ^ r o • o/j 
p = jf— = 2^w;2sin2y9. 



Dieser Druck herrscht an alien Stellen des in Ruhe befind- 
lichen Stauhiigels; mithin fibertragt der StauhQgel auf die Platte 
von der GrOsse F (Fig. 356) eine Druckkraft 



3) 



i>=2-^sin2^.w;2.2?^^ 



Weil nun far den vorliegenden Fall /9 = 45 ® gefunden wurde, so 
ist sin ^p = V2 ^nd 



4) 



9 



Fig. 356. 




Diese Formel hat v. Loessl bei 
seinen Yersuchen bestatigt geiunden fQr 
ebene Flatten, die mit einem erh5hten 
Rande umgeben sind, sowie auch ftir 
gekrummte Flachen, z. B. halbe Hohl- 
kugeln, deren hohle Seite dem Winde 
zugekehrt ist. 

GL 4 giebt den gr5ssten m5glichen 
Winddruck auf eine Flache, deren Projektion in der Richtung des 
Windes die Grosse F hat, und gilt auch fur unebene Flachen, 
wenn nur die Dnebenheiten nicht so stark hervortreten, dass sie 
die Bildung des Stauhugels beeintrachtigen. Der Rauhigkeits- 
grad der Flache hat daher hdchstens in der Nahe der Rander. 
Einfluss auf die Gr5sse des Winddrucks. 
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Dagegea vermindert sich der Winddrnck auf Fl3,chen ohne 
erhdhte BSlnder; v. Loessl fand hierfur: 

5) i> = K.^J^.ic;2, 

9 

mit K = 0,83 fur ebene Kreisflachen, 
v. = 0,86 „ „ Quadratflachen, 
u == 0,92 „ „ Eechteckflachen vom Seitenverhaltnis 1:2, 

Wird der Winddruck von der Flache ¥ eines geraden, nicht 
sehr langen, prismatischen E((rpers, anstatt von einer 
Platte F^ aufgenommen, so bleibt Gl. 5 ebenfalls gultig. 

Eine DruckveriDinderaDg oder eine Saagwlrkung an der Ruck- 
seite der Flacbe bat v. Loessl nicbt gefunden; doch beduffen 
uber diesen Pankt seine Versuche noch einer Nachprtifung. 

Drnck gegen schiet gestelite Flachen. Bildet die Platte 
mit der Windrichtung den Winkel a, so entsteht nach v. LoessPs 
Yersachen ebenfalls ein Stanhugel, dessen Neignngswinkel ^ gegeA 
die Windrichtung aber von a abhangt Es hat sich namlicfa 
gezeigt, dass bei einer bestimmten Neigung a der Platte gegen die 
Windrichtung (Fig. 357), die Neigung y8 der SeitenMchen des Stau- 
hugels gegen die Windrichtung ringsum zwar dieselbe ist, dass ^ 
aber mit a zu- und abnimmt. Den beobachteten Werthen genugt 
die Bezi^hung: 

6) lg)S=sina, 
so dass fur 

a = 900 ^=45« 

a = 600 ^=410 
a = 350 ^=300 
a = 300 ^=26V20 
a= 00 i8= 00 wird. 
Nach Gl. 6 ist ^ leicht zeichnerisch zu ermitteln (Fig. 358). 



Fig. 357. 
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1st nun F die Gr5sse der schief gestellteh FlSlche, so ist ihre 
Projektion in der Bichtung des Windes J^sin a. Wendet man 
daher die Entwickelung (S. 364) auf diesen 
Fall sinngemass an, so ergiebt sich fQr Fig. 358. 

den Druck p im Stauhflgel (Fig. 357) 
wiederum der Werth der 61. 2: 



7) 



9 



mithin erhUt auch die Platte F die 
rechtwinklige Druckkraft 



8) 



9 




+ tg2/S 



Da nun sin2 ^ = tg2y9 cos^yS = ^f, 

ist, so wird mit tg /8 = sin a (Gl, 6) : 



9) 



N=2 



g 1 + sin^a ' 
y. Loessl gelangt dagegen auf andere Weise zu der Formel: 

10) iV=-^l^tc;2sina, 

9 

so dass sich die Werthe -tt-; — r-r— tind sin a gegentlberstehen. 

Ftlr verschiedene Winkel a liefern diese Werthe folgende 
Ergebnisse : 



Winkel 


2sin2a 
1 + sin^a 


sin. a 


a = 90" 


1 


1 


a = 60« 


0,857 


0,866 


a — 45« 


0,667 


0,707 


a -35" 


0,494 


0,574 


a-=30» 


0,400 


0,500 


a~20<^ 


0,210 


0,342 


a - 100 


0,059 


0,174 


a= 00 
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Hiernach ergiebt 61. 10 (v. Loessl) durchwegs gr5ssere Winddrficke 
als Gl 9. 

Die Unterschiede sind bei kleinem Winkel a (unter 35^) 
erheblich, dagegen bei gr5sserem Winkel a (uber 35^) nur gering, 
weshalb sich fftr a>35® die Anwendung der einfacheren Gl. 10 
(v. Loessl) empfiehlt 

Beispiel : Der Winddmck D gegen eiDen Schornstein oder Pfeiler, dessen 
Gnmdriss ein Quadrat yon der Seite a und dessen H5he h ist, betragt: 



Fig. 360. 



Fig. 359. 




w 




1) wenn der Wind die eine Seitenflache rechtwinklig triflpfc (Fig. 359) 
nach Gl. 4: 

9 

2) weDn der Wind in der Richtnng der Diagonale d. h. „iiber Eck" weht 
(Fig. 360), wobei jede der beiden getroffenen, schragen Seitenflachen a • h nach 
Gl. 10 den Normaldruck N bekommt, und beide N die Mittelkraft B geben : 

9 \ 9 

Der Winddruck ist also in beiden Fallen gleich gross. 

Druck gegen eine kegeifdrmige FlSche. Weht der Wind in 
der Achsenrichtung des Kegels gegen dessen Spitze und ist a der 
Winkel der Kegelseiten gegen die Achse 
(Fig. 361), so bildet sich vor dem Kegel 
ebenfalls ein Stauhugel mit dem halben 
Winkel ^ an der Spitze. Der Druck 
in diesem Staukegel wird dann wie in 
Gl. 2 gefunden, 

pc=2-^ti;2sin2^. 
9 



Fig. 361. 




10. Luffcwiderstand. Winddruck. 36d 

Nach Gl. 8 und GL 10 kann (wenn a>35^ ist) fQr ebene 
Plachen 2 sin 2 ^ = sin a gesetzt werden^ so dass 

11) p = -^w;2gina "- 

wird. Ist nun F die Grundflache des Kegels, so entspricht einem 

Theilchen-T — der Mantelfiache eine Projektion dF in der Grund- 
sma 

(IF 
flache. Auf die Mantelflache — — kommt dann ein Normaldruck 

sin a 

dF 
dN=p'— — , der in der Windrichtung die Seitenkraft 

dn=^dNsmoi ^p^dF 

liefert. Sonach ist der gesammte Winddruck auf den Kegel, wenn 
man die f&r ebene Flachen geltende Gl. 11 auf die Theilchen des 
Kegelmantels anwendet, 

12) D = pF=-^.Fw^sma. 

9 

Nach y. LoessPs Yersuchen ist D thatsachlich etwas kleiner, 
namlich 

13) B^Qfi^^FwHma. (Vergl. Ql. 5) . 

Diese Formel gilt auch fur ein cylindrisches Geschoss mit 
kegelfOrmiger Zuspitzung, aber nur, wenn a>35^ ist (s. S. 368). 

Fur a<:30^ fuhrt die obige Annahme, dass 2sin2)8 = sina 
gesetzt werden konne, zu dem widersinnigen Ergebnisse /?>a. 

Druck gegen eine CylinderMche. Fur diesen Fall hat 
v. LoessI die Form des Stauhugels nicht untersucht Da aber 
aus der Neigung /9 der Seitenfiache des Stauhfigels gegen die 

Windrichtung, der Druck im Stauhugel nach G1.2 zMp = 2—w'^ An'^ B 

9 
folgt, und p an alien Stellen des Htigels den gleichen Worth haben 

muss, so muss auch die Neigung der Oberflache des 

Stauhugels gegen die Windrichtung an alien Stellen 

die gleiche sein. 

FtLr einen Kreis-Cylinder vom Halbmesser r und von der H5he 
h mit lothrechter Achse, stellt sich im Grundrisse der Stauhiigel 

Keok, Ifeclianik. II. 24 




370 



Zweite Abtheilimg. 6. Bewegung fif^ssiger E5rper. 



Fig. 362. 



nach Fig. 362 vor den Cylinder; derjenige Tbeil der Mantelfl&che 

des Cylinders, gegen welche der Stauhfigel drflckt, hat in der 

Windrichtung eine rechtwinklige 

Projektion F^ = AB'h=:^2Q'h 

= 2rcoBfi-h = F'cosfi, wenn 

F = 2r-h den Achsenschnitt 

des Cylinders bezeichnet. Es 

wird dann die Druckkraft in der 

Windrichtung nach 61. 3 

D = p'F:, 

14) 

= 2^u;2 8in2^i^cosy9. 

Die OrQsse dieser Erafk hat 
y. Loessl za 




15) 



n^^^w^F 



gefunden (vgl. S. 340 far den Druck str5menden Wassers), wornach 

2 ~ w^sin^fico^fi = — — u/2 Oder 

sin 2 ^ cos ^= V'^ 
wird, Dieser Oleichung entspricht rund 



16) 

well ffir diesen Winkel 



^=450, 



sin Vcos/9 = V2 • 0,707 = 0,3535 

ist, was von 73 nur wenig abweicbt 

Die Seitenflachen AE und BG, die von dem Winde un- 
mittelbar getroffen werden, liefern zu D einen so geringeu Beitrag, 
dass er vernachl^sigt werden kann. 

Ein Halbcylinder erf3.hrt daher, wenn er mit der krammen 
Flftche dem Winde entgegengestellt wird, nach Gl. 15 nur etwa 
V3 80 viel Druckkraft, als wenn er (Gl. 4) mit der ebenen Flache 
dem Winde recfatwinklig zogekehrt ist. 



10. LnftwiderBtond. Winddraok. 371 

Drnck gegeii eine Kn^elflslche. In diesem Falle bildet sich 
vor der Kugel ein Staukegel, welcher im Grundriss der Fig. 362 
entspricht, mit dem Drucke 

9 
die von diesem Drucke getroflFene Kugelhaube AGB hat die 
Projektionsflache 

F^ = Q^n = r^cos^^ji: = F- cos^^, 

wenn F die Flache des Kugeldurchschnittes ist. Daher wird die 
auf die Kugel ausgeiibte Windkraft 

17) .Z> = p-j; = 2-^jPi(;2sin2/?.cos2y9. 

Durch Versuche hat v. Loessl gefunden 

1 r 

18) D^^-^^Fw'^, so dass 

^ 9 

1 /~2" 

sin2/9cos2/9 = -^, also sin2/9 = "|/-^ 

wird. Dies giebt 

19) /9=27022'. 

Die Schlankheit dieses Kegels ist uberraschend ; /9=:45^ wurde 

1 Y 
2> = -TT — Fvfl liefern, wie bei strOmendem Wasser (S. 340). 

^ 9 
Eine Halbkugel erf9.hrt daher, wenn sie mit der gew5lbten 

Flache dem Wind entgegengestellt wird, nach Gl. 18 nur etwa 

V3 so viel Windkraft, als wenn sie (01. 4) mit der ebenen (oder 

auch hohlen) Flache dem Winde rechtwinklig zugekehrt ist 

Beispiel 1: Ftir eine ebene, dem Winde rechtwinklig entgegenstehende 

Platte von der Flache F=lqm ist nach GL 4 der Winddruck l) = -^«;2. 

9 
273 Y 

Bei 10° C. Luftw&rme ergiebt sich y=: 1,29-^53^= 1,24, -^ = 0,127, alsorund 

Zoo g 

•20) p = 0,18 . w^ . 

Demnach wird fur: 

mafsigen Wind mit w= 5n» 

frischen Wind „ tc=lOn» 

starken Wind „ w=i\l^ 

Sturm „ t(? = 25 n» 

Orkan „ w = ^b^ 

st&rksten Orkan » t(; = 50m 



))= 3kg/qm, 
))= 13 « 

P= 38 , 

P= 81 „ 

p=159 „ 

p = 325 , . 

24* 
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Zweite Abtheilung. B. Bewegnng fltlssiger K6rper. 



Bemerknng. Bei der Berechnung der Standsicherheit von Bauwerken 
kommt in Frage, welchen grossten WiDdstarken das Bauwerk wahrscheinlich 
ansgesetzt sein wird. Als Mittelwerth kann ftir Deutschland 
21) p==150kg/q„ 

angenommen werden; in der Nabe der Meereskuste kann der Grosstwerth 
aber anf das Doppelte bis p = 300iv/qm steigen. 

Beispiel 2 : Wie bocb darf eine bolzerne SSule von r = 0,8 » Halbmesser 
sein, damit sie bei einem Winddrucke p= 150^cr/qm an der Grenze der Stand- 
sicherheit sei (Fig. 363). Es ist: 



die Windkraft nacb Gl. 15 

D = A. 150 -0.6 A, 

das Gewioht der S&nle bei efaier 
Dicbte r^ = 750 , 

G^ = 0,8%.fc.750. 

FtUr den Grenzznstand der Babe 
ist (nacb 1. Tbeil, 2. Aufl., S. 169) 

I>-2- = G^0,3, also 



Fig. 363. 



Fig. 364. 








Beispiel 3: Eine Holzkngel Yom Halbmesser r = 0,2m und der Dicbte 
^j = 750 sei an einem Faden anfgebSngt (Fig. 364). Bei welcber Neigung a 
des Fadens gegen die Lotbrecbte wird Gleicbgewicbt berrschen, wenn die 
Kngel ausser ibrem Gewicbt einen Winddruck p = 200 ^^g/qm erfahrt? 

Es ist nacb Gl. 18 



daber 



D = i- . 200 • 0,«*7r , femer G^ = 750 ~ • 0,8^ , 



■f-$^>^-^ 
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T Schnbspannang. 16. 

<p Bdschangswinkel einer Kanalwand 

310. 
tp Geschwindigkeitsziffer. 248, 342. 
ipx Winkelgeschwindigkeit nach dem 

Stofse. 154. 
m Einspannnngswinkel. 45. 
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c^ Geschwindigkeit des Schwerpunkts 
vor dem Stofse. 154. 

p hydraulischer Druck. 269. 
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Adiabatische Zustandsanderang. 351. 
Arbeit % bei der LaDgenanderung eines 

Stabes. 107. 
ArbeitswerthderWarmeeinheit^/^. 345. 
Atmospbare <^t als Spannungsmals. 8. 
Atmospharendruck , Veranderlicbkeit 

desselben. 213. 
Auftaieb der Luft. 216. 
Anftrieb des Wassers. 194. 
Aosdebnungsziffer a der Gase. 219. 
Ausflnss der Gase. 341, 353. 
Ansfluss des Wassers. 238. 
Ansflussgeschwindigkeit w. 242. 
Ausflnssmenge Q (seknndlicbe). 244. 
Ansflussziffer fi. 249. 



Kalken auf drei StiitzeD. 59. 
BalkeD auf zwei Stiitzen. 29. 
Balken nberall gleicber Sicherheit. 39. 
Ballistiscbes Pendel. 152. 
Barometer. 226. 

Barometrisches Hohenmessen. 2 1 4, 22 1 . 
Bazin's Formel. 304. 
Beharrnngszastand. 239. 
Belastung, plotzliche. 111. 
Bewegung, beschleunigste, elastiscb- 

fester Korper. 97. 
Bewegung der Luft in Bohren. 357. 
Bewegung des Wassers in Kanalen. 30 1 , 



Bewegung des Wassers in Robren. 287. 
Bewegung, ungleichf&nnige , des 

Wassers. 316. 
Biegung f. 46. 
Biegungsarbeit. 118. 
Biegnngsfedem. 123. 
Biegungsfestigkeit. 18. 
Biegungslinie. 43. 
Biegungsmoment Tl. 22, 27. 
Biegungsspannung <r, </ , </ ' . 1 9, 22, 23. 
Boyle-Mariotte'scber Satz. 212. 
Brlickenpfeiler, Stau derselben. 322. 

Centrifuge. 210 

Dacbtriiger. 79. 

Debnung e. 5. 

Debnungslinie. 7. 

Deplacement s. Verdrangung. 

Dicbte r der Gase 212. 

Drehung s. a. Verdrebung. 

Drehung elastisch-fester Korper. 100, 

104. 
Drehung flussiger Korper. 205. 
Drosselklappe. 295. 
Druck D stromenden Wassers. 335. 
Druckfestigkeit I>. 7, 13. 
Druckhohenverlust z-^ in Folge plotz- 
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Brack, hydrauliscber, p. 269. 
Dnick, hydrostatischer, p, 169. 
Druckkraft; aof eine Gefasswand. 173. 

179. 
Brackkrafb rahendeo Wassers gegen 

krumme Flachen. 173, 290. 
Druckmesser. 227. 
DruckmesserrdhreD. 29 1 . 
Druckmittelpunkt. 1 78. 
Druckspannung <r. 6. 
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ElDschntiruBg (Kontraktion). 240. 
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Einschniirung, nnvollstandige. ^251. 
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Elasticitatsgrenze fiir Zug und Druck, 

z bez. d, 6, 7. 
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Elasticitatsmafs (-modal) JE, 5. 
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Pacbwerkbalken. 76. 

Federn. 123, 130. 

Festigkeitszahlen. 8. 

Flacbe gleicben Drackes. 168, 226. 

Flacbenkrafte. 9. 

Flagelgeblafie. 234. 

Fliisse, Wasserbewegung in -n. 301. 

Fliissigkeiten, Mecbanik der. 165. 

Formanderungs- Arbeit. 106. 



Oase, Gleicbgewicbt derselben. 
Gase, Einheitsraum v derselben. 
Gase, Zustandsgleicbung. 220. 
Gay-Lussac'scber Satz. 218. 
Geblase, FliigeK 234. 
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Gefass-Wandstarke. 174. 
Geschwindigkeitskurve. 3 1 3. 
Geschwindigkeitsziffer 99. 248, 342. 
Gestange iiberall gleicher Sicher- 

heit. 14. 
Gewicht, scheinbares, in Bezug auf 

Wasser. 195. 
Gleicbgewicbt der Gase. 212. 
Gleicbgewicbt elastiscb-fester Korper, 

9. 
Gleicbgewicbt fliissiger Korper. 165. 
Gleitung ^. 16. 
Gleitmafs G. 16. 

H&bne. 294. 

Heber. 232. Saugbeber. 272. 
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Isotbermische Zustandsanderung. 348. 
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Kanalqnerschnitt kleinsten Widerstan- 

des. 309. 
Klappe, selbsttbatige. 181. 
Knickfestigkeit. 63. 
Knickungsfaktor n, 66. 
Knickziffer a. 65. 
Knierobren. 293. 
Kontraktion (Einschniirung). 249. 
Krafte, innere and aussere. 1, 9. 
Krafteplan eines Fachwerks. 85. 
Kreiselpumpe. 231. 
Kropfrohren. 293. 
Kiihiung von Baumen. 352. 

Locben. 18. 

Luffcballon. 216, 225. 
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Massenkrafte. 9. 
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Metacentrum. 201. 
Mittelpunkt des Stofses. 156. 
Mittelpunkt des Wasserdrucks. 178. 
Momentenflache. 27. 
Miihlstein, Spannung der Binge um 
einen. 1 08. 

Nachwirkung, elastische. 8. 
Niveauflache. 177, 237. 
:Nulllinie. 21. 

Parabel-Trager. 92. 
Parallel-Fachwerktrager. 95. 
Pendel, ballistisches. 152. 
Pfahle, Einranimen derselben. 142. 
Pfeiler, Stau derselben. 322. 
Piezometer. 291. 

« 

Poisson's Satz. 351. 
Presse, Wasserdruck-. 171. 
Proportionalitatsgrenze. 7. 
Pumpe, Kreisel-. 231. 
Pumpe, Saug-. 230. 
Pumpe, Saugstrahl-. 272. 
Punzen. 18. 

^uerkraft Q, 21. 

Quertrager oder Zwischenbalken. 35, 

77. 

Rammen. 142. 

Eeaktion ausfliessenden Wassers. 277. 
Eeaktionsschiff. 278. 
Rohren, Bewegung der Luft in. 357. 
Rohren, Bewegung des Wassers in. 287. 
Eohren, Knie- und Kropf-. 293. 
Eohren-Wandstarke. 1 74. 

Saugheber. 272. 
Saugpumpe. 230. 
Saugstrahlpumpe. 272. 
Scherfestigkeit. 15. 
Schieber. 294. 
Schleudermaschine. 210. 
Schleusenkammem, Ftillung und £nt- 
leerung derselben. 266. 



Schleusenthore, Riegel derselben. 1 85, 
Schomstein. 360. 
Schubfestigkeit. 15. 
Schubspannung r. 16. 
Schwache Stellen. 117, 121. 
Schwimmachse. 198. 
Schwimmende Korper. 198. 
Seileck als Momentenflache. 32. 
Specifisches Volumen v der Gase. 212. 
Specifische Warme c und c^ . 343. 
Springbrunnen. 300. 
Springstrahl. 299. 
Standsicherheit schwimmender KSrper. 

198. 
Stanzen. 18. 

Statisch unbestimmte Aufgaben. 53. 
— Nachtheile derselben. 58. 
Stauhohe. 3 1 9. 
Staukurve. 326. 
Stauweite x^. 324, 332. 
Stofsbelastung. Ill, 146. 
Stofs, elastischer. 149. 
Stofs, excentrischer. 153. 
Stofs, gerader, centraler. 135. 
Stofslinie. 135. 
Stofsmittelpunkt. 156. 
Stofs, schiefer. 159. 
Stofs sich drehender Korper. 150. 
Stofs, unelastischer. 141.' 
Stofsverlust. 256. 
Stofsziflfer fe. 139. 
Strahlschiff. 278. 
Strom endes Wasser, Druck desselben. 

335. 

Taucherglocke. 233. 
Temperatur, absolute, T, 220. 
Torsion s. Verdrehung. 
Tragerquerschnitt J. 25. 36. 
Tragfedem. 123.. 

Tragheitsmoment eines Querschnitts J. 
22. 

Ventile. 295. 
Verdrangung F. 198. 
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Verdrehungsarbeit. 129. 
Verdrehungsfestigkeit. 68. 
Verdrehungs-Federn. 130. 
Verdrehungswinkel »?. 69. 
Yerlangerung, elastische, J I 
Vemiotnng. 17. 



5. 



Wagenachse. 34, 35. 
Wagang eines langen Stabes. 63. 
Wagung eines z weiachsigen Wagens. 62 . 
Wandstarke. 174. 
Warmeeinheit WE. 343. 
Warmekapacitat c und c^ . 343. 
Wannemenge Q. 343. 
Wannewerth A der Arbeitseinheit. 345. 
Wanne, specifische, c und Cj. 343. 
Wasserdmck-Presse. 171. 
Wasserleitung mit Verzweigung. 295. 
Wasserschwelle. 328. 
Wasserspiegel. 176, 204, 206. 
Wasserspning. 328. 



Wasserstrahl, Druck eines, gegen eine 

Flache. 279. 
Wasseruhr. 261. 
Wehre. 319. 
Widerstandsmoment SB = J : c eines 

Querscbnitts. 23. 
Widerstandsziffer Co ft^r Reibung des 

Wassers im Gefass 254. 
Wiegmannscher Dachtrager. 86, 380, 
Winddruck D. 363. 
Winkeleisen. 36. 

Zugfestigkeit Z. 7, 13. 
Zugspannnng, tr. 5. 
Zustandsanderong, adiabatische. 35 L 
Zustands^ndemng eines Gases. 343. 
Zustandsandening, isotbermische. 348. 
Zustandsgleichnng der Gase. 220, 

345. 
Zwiscbenbalken oder Qnertrager. 35, 

77. 



Berichtigungen. 

S. 77, Zeile 4 von oben setze „oder Quertrager" hinter „Zwischenbalken". 
S. 86, Fnssnote; in Zeile 3 setze 1839 statt 1837; in Zeile 6 — : 1837 statt 1839. 
S. 212, Zeile 11 von oben setze „ihrer" nnd „ibres" statt „8einer" und„seines". 
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